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por Gonzalez y Rokaj, se encuentra caracterizada por ser semejante a una funcion propia
de una particula cuantica de masa m que atraviesa un cristal ibnico unidimensional.

Este Trabajo de Grado presenta un estudio extensivo de la investigacion planteada por
Gonzalez y Rokaj, ya que modifica el medio donde se aplican las transformaciones, al ser
efectuadas en la ecuacion unidimensional de Poisson en medios materiales conducen bajo
condiciones especificas a ecuaciones tipo Dirac y Schrddinger independientes del tiempo.
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materiales homogéneos, lineales, isotropicos, dieléctricos o magnetizables, con el fin de
analizar el comportamiento descrito por las funciones propias obtenidas bajo la influencia de
estos medios; posteriormente usaremos otra transformacion sobre la ecuacion
unidimensional de Poisson en materiales no-homogéneos magnetizables, y se simularan los
resultados empleando el software Wolfram Mathematica 10. Asumimos de este modo que
las analogias presentes entre la ecuacion unidimensional de Poisson y las ecuaciones de
Dirac y Schrodinger solo son posibles mediante la existencia de una combinacion de
potenciales de funcién delta atractivos y repulsivos.

ABSTRACT: (Maximo 250 palabras)

In this work the transformations proposed by Gonzéalez and Rokaj in their investigations are
extended [1], [2] which establish a similarity between the free- space Poisson equation and
the Schrodinger equation. The solution of the Schrédinger equation obtained by Gonzalez
and Rokaj, it is characterized to be similar for a quantum particle of mass m that passes
through one dimensional ionic crystal.

This Degree Project presents an extensive study of the research proposed by Gonzélez and
Rokaj, since it modifies the means where the transformations are applied, when they are
carried out in one-dimensional Poisson equation in material means, they lead under specific
conditions to time-independent Dirac and Schroédinger equations. Initially we applied a
transformation to the one-dimensional Poisson equation in homogeneous, dielectric or
magnetizable materials, in order to analyze the behavior described by the functions obtained
under the influence of these means; then we will use other transformation on the dimensional
Poisson equation magnetizable non-homogeneous materials, and the results will be
simulated using Wolfram Mathematic 10 software. In this way we assume that the similarities
present between the one-dimensional Poisson equation and the Dirac and Schrddinger
equations are only possible through the existence of a combination of attractive and repulsive
delta function potentials.
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Resumen

En este trabajo se amplian las transformaciones propuestas por Gonzélez y Rokaj en sus
investigaciones [1], [2] las cuales establecen una analogia entre la ecuacion de Poisson en
el espacio libre y la ecuacion Schrodinger. La solucién de la ecuacion tipo Schrédinger
obtenida por Gonzélez y Rokaj, se encuentra caracterizada por ser semejante a una funcién

propia de una particula cuantica de masa m que atraviesa un cristal iénico unidimensional.

Este Trabajo de Grado presenta un estudio extensivo de la investigacion planteada por
Gonzalez y Rokaj, ya que modifica el medio donde se aplican las transformaciones, al ser
efectuadas en la ecuacion unidimensional de Poisson en medios materiales conducen bajo
condiciones especificas a ecuaciones tipo Dirac y Schrodinger independientes del tiempo.
Inicialmente aplicamos una transformacion a la ecuacion unidimensional de Poisson en
materiales homogéneos, lineales, isotrépicos, dieléctricos 0 magnetizables, con el fin de
analizar el comportamiento descrito por las funciones propias obtenidas bajo la influencia
de estos medios; posteriormente usaremos otra transformacion sobre la ecuacién
unidimensional de Poisson en materiales no-homogéneos magnetizables, y se simularan
los resultados empleando el software Wolfram Mathematica 10. Asumimos de este modo
que las analogias presentes entre la ecuacién unidimensional de Poisson y las ecuaciones
de Dirac y Schrodinger solo son posibles mediante la existencia de una combinacion de

potenciales de funcion delta atractivos y repulsivos.

El estudio extensivo es puesto a prueba mediante el uso de distintas constantes de
permitividad eléctrica y permeabilidad magnética en las simulaciones. Comparando de este
modo el comportamiento descrito por las funciones propias obtenidas a partir del estudio
extensivo, para el caso del espacio libre, con las descritas por Gonzalez y Rokaj; para casos
distintos en nuestro analisis tomamos rangos de valores de permitividad eléctrica y
permeabilidad magnética para los cuales todavia se obtiene un simil cuantico. En caso de
medios no-homogeneos, implementamos el estado propio de energia cero en el modelo de

Jackiw-Rebbi en una configuracion magnetostatica unidimensional sencilla, mediante el



uso de un determinado rango de permeabilidades magnéticas, y una placa infinita con una
densidad de corriente superficial.

Palabras clave: Transformaciones, Analogias, Teoria Electrostatica, Teoria
Magnetostatica, Mecénica Cuéntica.



Abstract

In this work the transformations proposed by Gonzélez and Rokaj in their investigations
are extended [1], [2] which establish a similarity between the free- space Poisson equation
and the Schrddinger equation. The solution of the Schrddinger equation obtained by
Gonzalez and Rokaj, it is characterized to be similar for a quantum particle of mass m that
passes through one dimensional ionic crystal.

This Degree Project presents an extensive study of the research proposed by Gonzélez and
Rokaj, since it modifies the means where the transformations are applied, when they are
carried out in one-dimensional Poisson equation in material means, they lead under specific
conditions to time-independent Dirac and Schrodinger equations. Initially we applied a
transformation to the one-dimensional Poisson equation in homogeneous, dielectric or
magnetizable materials, in order to analyze the behavior described by the functions
obtained under the influence of these means; then we will use other transformation on the
dimensional Poisson equation magnetizable non-homogeneous materials, and the results
will be simulated using Wolfram Mathematic 10 software. In this way we assume that the
similarities present between the one-dimensional Poisson equation and the Dirac and
Schrédinger equations are only possible through the existence of a combination of
attractive and repulsive delta function potentials.

The extensive study is tested by using different constant electric permittivity and magnetic
permeability in the simulations. Comparing in this way the behavior described by the own
functions obtained from the extensive study, in the case of free space, with those described
by Gonzalez and Rokaj; for different cases in our analysis we took ranges of values of
electric permittivity and magnetic permeability for which a quantum simile is still obtained.
In case of non-homogeneous means, we implemented the zero-energy state of the Jackiw-
Rebbi model in a simple one-dimensional magnetostatic configuration, by using a specific
range of magnetic permeabilities, and an infinite plate with a surface current density.

Key words: Transformation, similarity, electrostatic theory, magnetostatic theory,

guantum mechanics.



Introduccion

En el presente Trabajo de Grado se quieren emplear las transformaciones de Gonzalez [1]
y Rokaj [2] para establecer una nueva relacion entre la teoria electromagnética y la
mecanica cuantica, especificamente entre la ecuacion de Poisson en medios materiales
lineales, homogeéneos, isotropicos y la ecuacion de Schrédinger, e igualmente analizar las
posibles similitudes que se encuentren entre la funcion de energia potencial producto de la
configuracion de campos electrostaticos 0 magnetostaticos en la materia y los diferentes
fendmenos cuanticos. Adicionalmente, se planea encontrar una similitud entre la ecuacion
unidimensional de Poisson en medios materiales no-homogéneos y la ecuacion
unidimensional de Dirac para el estado de energia cero, lo cual estableceria una relacion
con el modelo de Jackiw-Rebbi [3] en una dimension para este mismo estado, como se

verd a continuacion en el desarrollo de este trabajo.

En la dltima década se ha aumentado el nimero de investigadores que indagan el cémo
lograr nuevas formas de transicion entre la mecanica clasica y la mecénica cuéntica, con
analogias matematicas encontradas entre la teoria electromagnética y la mecéanica cuéntica
se han desarrollado casos particulares dentro del marco clasico que, bajo ciertas
condiciones, adquieren una similitud, relacion, con diferentes fendmenos cuanticos; estos
estudios proporcionan una forma de explorar a nivel macroscopico muchos fenémenos
cuénticos que actualmente son inaccesibles en sistemas cuanticos macroscopicos. En este
punto el uso de transformaciones que conduzcan a una relacion entre ambas teorias es una
propuesta muy atractiva, siempre y cuando las transformaciones se realicen dentro de un
marco especifico, establecido por las condiciones que se deben satisfacer en la ecuacion
donde se aplique la transformacién; como por ejemplo las condiciones de contorno, entre

otras.

Consideremos la ecuacion de Poisson en medios materiales, la cual es una de las ecuaciones
mas importantes de la teoria electromagnética. Esta ecuacion vincula fundamentalmente la

distribucion volumétrica de la carga eléctrica y el potencial electrostatico; permitiendo
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encontrar el campo electrostatico si es conocida la distribucion de carga eléctrica. Si se
idealiza el comportamiento de los materiales con constantes dieléctricas o permeabilidades
magnéticas lineales, los célculos necesarios para determinar un campo eléctrico o
magnético en un material se simplifican; puesto que en materiales con constantes
dieléctricas no-homogeneas, es decir dependientes de la trayectoria, se producirian
relaciones mas complejas. Dicho de otra manera, al emplear una transformacion sobre la
ecuacion de Poisson en medios materiales con constantes dieléctricas o permeabilidades
magnéticas lineales, o en medios no-homogéneos magnetizables, se deberian obtener
relaciones igualmente importantes entre la teoria electromagnética y la mecanica cuantica,

en relacion con [1], [2].

En cualquier caso, para lograr una mayor comprension de la fisica que subyace en la
transicion de la teoria electromagnética a la mecanica cuantica, se deben analizar los
posibles casos bajo los cuales se logra este proceso; empezando por las reglas de
cuantizacion establecidas por Bohr en 1913 [4], las cuales no son universales en su
aplicacion porque no logran explicar todos los sucesos relacionados con el espectro de
estructura fina, mas tarde explicado gracias el modelo atomico de Sommerfeld en 1916
[5]. Donde es posible rescatar un aporte fundamental, el cual indica que los electrones al
girar en las orbitas no emiten radiacion electromagnética, sino que Unicamente lo hacen
cuando cambian de nivel; siendo su energia emitida proporcional a la constante de Planck.
De esta forma empezamos a ver levemente la influencia de la teoria electromagnética en la
descripcion atomica de la materia, pero no es hasta varias correcciones posteriores que se
le dara un protagonismo. En 1924 De Broglie introduciria una teoria fundamental [6] para
explicar el comportamiento de la materia, la hipdtesis de la existencia de ondas materiales,
es decir toda la materia tendria una onda asociada a ella; es necesario recalcar que esta idea
nace de una analogia basada en el efecto fotoeléctrico de Einstein [7]. Asi mismo,
Schrodinger estableceria en 1926, gracias a los descubrimientos anteriores, que los
electrones se comportan como una onda estacionaria de materia cuya amplitud decae
rapidamente al sobrepasar el radio atdmico; de este modo formularia una ecuacion

ondulatoria que describiria la evolucion en el tiempo y en el espacio de dicha onda de



materia [8]. Sin embargo, el modelo de Schrdédinger no brindaba explicacion sobre el espin
de los electrones, no fue sino hasta que E. W. Pauli enunciara su principio de exclusion en
1925, el cual estipula que no puede haber dos fermiones con todos sus nimeros cuanticos
idénticos dentro del mismo estado cuéntico, que se formularia una correccion a la ecuacion
ondulatoria de Schrodinger en 1927 [9]; siendo una ecuacién formulada en el limite no

relativista.

En la historia de la transicién entre la mecénica clasica y la mecéanica cuantica, se resaltar
gue muchos fendmenos se explican a través de analogias y similitudes entre diferentes
descubrimientos casi simultdneos de la época en cuestion. Hecha esta salvedad, y
volviendo al tema que nos ocupa haria su aparicion el fisico Max Born, quien propondria
una interpretacion probabilistica [10] de la funcién de onda de Schrddinger, segin la cual
el cuadrado de la amplitud de dicha funcién es igual a la densidad de probabilidad del
estado; hecho que terminaria reemplazando a la densidad de carga eléctrica en la teoria
electromagnética. Esta suposicion sentaria las bases para que Werner Heisenberg formulara
[11] su principio de incertidumbre en 1925, indicando que entre mayor certeza se busque
para determinar la posicion de una particula, menos se conocera su momento lineal y, por
tanto, su masa y velocidad. Fundamentados en estas nuevas interpretaciones de la materia
Werner Heisenberg, Max Born y Pascual Jordan [12] elaboraron la mecénica cuéntica
matricial [13], siendo equivalente a la mecénica cuéntica ondulatoria planteada por
Schrédinger. En consecuencia, se empieza a dilucidar que las formulaciones de la mecanica
clasica Lagrangiana y Hamiltoniana tendrian analogias (contrapartes) cuanticas; siendo la
analogia encontrada por Paul Dirac entre la no conmutatividad de la ecuacién de Max Born
y la no conmutatividad de los corchetes de Poisson, la que estableceria una relacion entre
ambas teorias mediante el uso de los conmutadores y la notacion bra-ket [14], introducida
por el mismo Dirac dentro de la mecénica cuantica, lo anterior no implica que la mecénica
cuéntica se pueda derivar de la mecénica clasica dado que existen parametros fisicos que
aun no tienen contra parte clasica, como es el caso del espin del electrén; por el contrario,

indica que se puede derivar la mecénica clasica a partir de la mecénica cuantica.



Dirac formula en 1928 su version relativista de la ecuacion de onda de Schrodinger [15],
donde ademas describe el comportamiento de particulas con espin semientero (electrones
entre otros) y establece que el electron tiene un momento magnético. Por otra parte, la
mecénica cuantica guardaria una relacion méas con la mecénica cléasica, esta vez con las
leyes de Newton. En 1927 Paul Ehrenfest se preguntaba si existia algiin analogo cuantico
de la segunda ley de Newton, introduciendo su llamado teorema de Ehrenfest [16]
explicaria como varia el valor medio del momento con respecto al tiempo, relacionandolo
con el conmutador del Hamiltoniano del sistema y el operador momento; haciendo posible
obtener un analogo mecano-cuantico cuando el observable (momento) no depende
explicitamente del tiempo. Una forma mas general del teorema de Ehrenfest se presenta a

través de la ecuacion de movimiento de Heisenberg [17].

Todo lo tratado hasta este punto hace parte de las teorias desarrolladas para explicar la
denominada teoria electronica de la materia, pero lo cierto es que aun falta algo, queda el
problema de la interaccion entre la luz y la materia. Dicho de otra manera, la teoria
electromagnética de Maxwell tendria que ser modificada de acuerdo a los nuevos
principios de la mecénica cuantica. De modo que una nueva teoria cuantica de la
interaccion de la luz y la materia, denominada como electrodinamica cuéntica (QED), se
desarrollaria por numerosos fisicos en 1929, entre los mas destacados Shin'ichiro
Tomonaga, Julian Schwinger y Richard Feynman [18]. Uno de los logros mas destacados
de la QED, ademas de contar con una precision de hasta veinte cifras significativas en
diferentes predicciones experimentales, haciéndola una de las teorias mas precisas de
mecanica cuantia creadas en el siglo XX, es explicar por primera vez, que por efectos de
la energia del punto cero (del vacio cuantico) los electrones en un estado cuéntico excitado

decaen hacia un nivel inferior, si existe alguno libre, desocupado.

En particular, en el presente trabajo, usando una transformacion simple, se presenta una
analogia entre un problema electrostatico, magnetostatico (de forma unidimensional)
descrito por la ecuacion de Poisson en la materia y la ecuacion de Schrodinger. Esta nueva

relacién permite encontrar la funcion propia y los valores propios de energia del estado
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fundamental del sistema cuantico descrito, mediante el uso de resultados electrostaticos y
magnetostaticos en cada caso. De igual forma, se presenta una similitud entre la ecuacion
de Poisson en medios no-homogéneos y la ecuacion unidimensional de Dirac con un
potencial escalar de Lorentz para energia de punto cero. La organizacién metodologica de
este Trabajo de Grado es la siguiente; en primer lugar, empezaremos por dilucidar el
método establecido por Gabriel Gonzéalez y Rokaj para obtener las trasformaciones a
emplear, debido a que en la presente investigacion mostraremos un estudio extensivo de
sus trabajos [1]y [2], posteriormente procederemos a transformar la ecuacion de Poisson
en dieléctricos lineales, y en medios magnetizables lineales, en una ecuacién similar a la
de Schrodinger para cada caso; donde ademas se discutird cuando ambas ecuaciones son
equivalentes. En segundo lugar, se aplicaran los resultados electrostaticos y
magnetostaticos para resolver la ecuacion tipo Schrddinger obtenida, en el caso de una
funcidn potencial dada por una combinacion de funciones delta atractivas y repulsivas, para
cada configuracion. En tercer lugar, transformaremos la ecuacién de Poisson en medios
magnetizables no-homogéneos en una ecuaciéon tipo Dirac, para posteriormente
solucionarla. En cuarto lugar, se realiza un analisis comparativo de los resultados obtenidos
para cada caso, con los diferentes fendmenos cuanticos de la actualidad. Finalmente se
resumen las posibles aplicaciones que puedan tener las analogias encontradas y se hace un

estudio de la fisica subyacente entre estos similes.



1. Justificacion y Planteamiento del Problema

El procedimiento que implica la transicion de la mecanica clasica a la mecanica cuantica
es uno de los logros mas importantes de la fisica teodrica, ocasionada por la necesidad de
dar explicacion a las inconsistencias encontradas cuando se intentan explicar fendmenos
asociados al movimiento de las particulas subatomicas, pongamos por caso, el spin del
electron. Uno de los procedimientos para hacer la transicion de la mecénica clasica a la
mecénica cuantica son las reglas de cuantizacion desarrolladas por Bohr [4], y
posteriormente corregidas por Schrodinger [8], Heisenberg [11], Born [10], y Dirac [15].
Otra forma de desarrollar una transicion de la Mecénica Clasica a la Mecéanica Cuantica es
por la via de los corchetes de Poisson [19] y del teorema de Ehrenfest [16], que
proporcionan la representacion de Heisenberg [17], la cual es equivalente a la Mecanica
ondulatoria de Schrodinger.

En los ultimos afios se han reportado investigaciones referentes a transformaciones en las
ecuaciones de la Mecénica Clasica que muestran conexiones con otras ecuaciones de la
Fisica contemporanea; como por ejemplo la transformacién propuesta por Gabriel
Gonzélez en su articulo “Relation between Poisson and Schrédinger equation”, donde
transforman la ecuacion de Poisson en el espacio libre en una ecuacion tipo Schrédinger
independiente del tiempo; sin embargo, se debe mencionar que los resultados mostrados
en el anterior trabajo siguen siendo cuestionados debido a errores en el procedimiento [2],
[20].

Las transformaciones implementadas para convertir ecuaciones de teoria electromagnética
en ecuaciones con una semejanza matematica en mecanica cuéntica, se basan mayormente
en analogias entre estas teorias debido a las propiedades ondulatorias presentes en la
materia y en los campos electromagnéticos en el espacio libre. A su vez, algunas de estas
transformaciones podrian ser utilizadas para estudiar posibles analogias entre estas teorias
en medios materiales, como dieléctricos o materiales magnéticos, ya que hasta ahora no se
ha indagado en este aspecto. Por consiguiente, es imperante realizar un estudio extensivo

de los medios donde se pueden emplear este tipo de transformaciones, e investigar otras
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vias de conexion entre la Mecanica Clasica y las nuevas teorias contemporaneas de la Fisica
debido a que los procedimientos de cuantizacion introducidos a principios del siglo anterior

no son universales en su aplicacion.

De esta manera se hace referencia a que el impacto logrado por este tipo de investigaciones,
recae Unicamente, sobre la comunidad cientifica que pertenece al area de fisica, no
obstante; podria involucrarse en un dmbito pedagdgico ya que posee argumentos que
facilitan la comprension de la transicion entre dichas teorias. Por otra parte, con el
desarrollo de esta propuesta se espera describir y comprender la fisica subyacente en la
transicion entre la Teoria Electrostatica y las teorias de Fisica contemporanea mediante el

estudio de analogias.

El presente trabajo pretende responder la pregunta (hipotesis):

¢Es posible realizar una transformacion sobre la ecuacion de Poisson en medios materiales

que conduzca a una ecuacion tipo Dirac o Schrédinger?

1.1. Estado Actual y Antecedentes

La transicion entre la mecanica clasica y la mecanica cuantica conduce a una cantidad de
aplicaciones muy amplia y variada, desde microscopios electronicos hasta nuevas
propiedades de los elementos quimicos. De esta manera, si nos centraramos solo en las
aplicaciones que pudieran obtenerse por medio del estudio de la transicién entre la teoria
electromagnética y la mecanica cuantica, se vislumbrarian relaciones importantes no solo
en el &mbito aplicativo, sino que también tedrico. Por tal motivo, solo nos centraremos en
un estudio detallado de los trabajos publicados hasta la fecha que se limitan a investigar la

analogia entre la teoria electromagnética y la mecénica cuantica por diversos métodos.

Para empezar, las recientes transformaciones propuestas que muestran una conexion entre

la teoria electromagnética y la fisica contemporanea se deben a las numerosas analogias
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encontradas por diversos trabajos cientificos [21], [22], [23], [24], [25], [26]; sin
embargo, hasta el momento no ha sido posible encontrar un analogo clasico del espin
debido, entre otras razones, porque éste no se encuentra definido en coordenadas
espaciales; por ende, algunos intentos de interpretar el espin de las particulas de manera
clasica [27] son poco creibles, ademas su demostracion experimental aun no satisface los
requerimientos tedricos. Hecha esta salvedad, son de vital interés las trasformaciones
propuestas por Gabriel Gonzélez [1] y Rokaj [2] debido a que en la presente investigacion
se plantea un estudio extensivo, empleando estas trasformaciones en medios materiales
homogéneos, lineales, isotropicos y no-homogéneos a traves de la ecuacion de Poisson. ES
decir, se planea ampliar el alcance obtenido por la investigacion de Gonzalez, la cual arrojo
los resultados de la figura 1 al simular la funcion propia (1) establecida en su trabajo [1]

para una configuracién de campos electrostaticos uniformes en el espacio libre:

N o« m(_l)n+N
) n=—_n €Xp [— — 5wz |z — nal] "
\/mh—ic exp [— = glzNa] + ﬁl—h;exp [— A+ er\llz) = ma] [1 — (z_l)N] sinh [mh°2‘ a]

Donde ¥ (z) es una solucion a la ecuacion tipo Schrodinger, ecuacion que es obtenida mediante
una analogia entre la electrostatica y la mecanica cuantica; en la cual n (limite inferior) y N
(limite superior) indican el nimero de placas conductoras que se colocan paralelamente entre si,
siendo a la separacion entre estas, las deméas contantes como lo son: la masa m, la constante de
Dirac h, y «x= aV, /2 (o densidad de carga superficial, V, un potencial constante) son producto de

una analogia con la funcion de onda propia de un cristal iénico unidimensional. El error en esta
./ . . 1-(-1)N . . ‘o
solucion radica en su término — el cual es obtenido mediante un proceso matematico

erréneo como lo afirman sus propios autores posteriormente.
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Figura 1. Grafica tomada de la investigacion dirigida por Gonzalez [1], muestra las graficas

establecidas por la funcién propia (1) para: (a) N=1, (b) N=2, (c) N=3, (d) N=4.

. . , \ - . . .
Donde segin Gonzalez el parametro a = % se interpreta como la intensidad del potencial,

empleando unidades atomicas h = m = 1 y aa = 1 para obtener la figura 1. El termino
constante dentro de la raiz en (1) fue posteriormente corregido por Rokaj y Gonzélez en
[2]; exponiendo sin mucha rigurosidad que de manera similar a [1] mediante una
transformacion sencilla, y empleando una configuracion de campos magnetostaticos
uniformes en el espacio libre, se obtendria la misma funcion propia (I) con la correccion
(I1); en este caso los autores no relacionan gréaficas. En cuanto a las transformaciones
mencionadas, estas serdn mostradas y explicadas en detalle en la seccion 4.1 de la

metodologia.

At = \/ lexp [ﬂ] + 2Nlexp [@] sinh (%) an
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Siendo A la constante de normalizacion para la ecuacion (1), y [ una distancia arbitraria
producto de la dimensionalidad de las constantes anteriores, resultando la siguiente funcion
propia (I11) de Rokaj y Gonzélez para una configuracion de campos magnetostaticos en el
espacio libre:

__1\n+N
N _yexp [— % |z — nal]

V(@ = —2Na —(1+ 2N)a] .. a
\/lexp[ T ] + 2Nlexp [f] sinh (T)

(11D)

Por otra parte, el aumento en el nimero de estudios que abordan el problema de simulacion
de la mecénica cuéantica relativista haciendo uso de diferentes plataformas fisicas como
estructuras oOpticas [28], metamateriales [29], y trampas ionicas [30]; se basan en
analogias matematicas encontradas entre las diferentes teorias fisicas, que proporcionan
una forma de explorar a nivel macroscopico muchos fenémenos cuénticos que actualmente
son inaccesibles en sistemas microscépicos. En el estudio de las analogias cuanticas-
clasicas investigadas hasta ahora, parece que las mas fructifera estan dadas por la analogia
entre la Optica y los fendmenos cuanticos debido a la dualidad entre la materia y las ondas
Opticas. El estudio de las analogias Opticas cuénticas se basa en la similitud formal entre la
ecuacion de onda paraxial en medios dieléctricos y la ecuacion de Schrodinger para una
Unica particula [31]. Entre la amplia variedad de analogias Opticas cuanticas podemos
mencionar las oscilaciones de Bloch, la tunelizacion Zener, la dinamica de localizacion, la
localizacion de Anderson, el efecto cuantico de Zeno, la caida de Rabi y la captura
coherente de la poblacién. En consecuencia, este progreso ha llevado a investigar cdmo los

sistemas relativistas pueden ser imitados por ondas dpticas u ondas referentes a potenciales.

La ecuacion de Dirac es una de las ecuaciones fundamentales en la fisica tedrica y explica
completamente la mecanica cuantica para particulas elementales de espin 1/2 [15] en el
contexto de la Teoria Especial de la Relatividad, ademas desempefia un papel clave en la
explicacion de muchos fendmenos fisicos exoticos como las propiedades del grafeno [32],
aislantes topoldgicos [33] y superconductores [34]. Dicha ecuacion fue formulada por el
fisico Dirac para excluir los valores negativos de la energia y de la probabilidad implicitos
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en la ecuacion de Klein-Gordon [35], aunque para sorpresa Dirac termind por descubrir la
existencia de particulas asociadas a la energia negativa, llamadas posteriormente
antiparticulas. Méas recientemente, los sistemas épticos gobernados por la ecuacion de
Dirac han sido investigados experimentalmente como la Klein Tunneling [36],
Zitterbewegung [37] y el modelo Jackiw-Rebbi [3]. Para terminar, y eventualmente con
lo dicho hasta aqui se debe esclarecer que otro de los propositos del presente trabajo, es
demostrar que la magnetostatica puede proporcionar una herramienta de laboratorio donde
se puedan explorar los fendbmenos fisicos descritos por la ecuacion de Dirac; en particular
demostraremos que la ecuacion de Poisson en medios unidimensionales no-homogéneos
se puede mapear en el estado propio de energia cero de la ecuacion unidimensional

estacionaria de Dirac con un potencial escalar de Lorentz (revisar seccion 3.2.4). Al adoptar

la permeabilidad magnética, proponemos un experimento magnetostatico que simula un
modelo relativista histéricamente importante conocido como el modelo de Jackiw-Rebbi
[3]; desde su derivacion otros modelos posteriores al de Jackiw-Rebbi son el modelo de
Ramajara-Bell [38], el modelo masivo de Jackiw-Rebbi [39], el modelo acoplado fermién-
kink _[40], y el modelo Jackiw-Rebbi en distintos fondos kinklik [41].
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2. Objetivos

2.1. Objetivo General

Encontrar una transformacion que convierta la ecuacion de Poisson en medios materiales
homogéneos, lineales, isotrépicos en una ecuacion tipo Schrddinger, o en medios
materiales no-homogéneos a una ecuacion tipo Dirac, con soluciones que permitan un simil

cuantico.

2.2. Objetivos Especificos

e Determinar una transformacion que bajo ciertas condiciones convierta la ecuacion
de Poisson en materiales homogéneos, lineales, isotropicos, dieléctricos o
magnetizables, en una ecuacion tipo Schrodinger.

e Definir una funcion solucion a la ecuacion tipo Schrodinger encontrada en cada
medio material por medio de una configuracion de campos electrostaticos o
magnetostaticos uniformes.

e Utilizar una transformacién que convierta la ecuacion unidimensional de Poisson
en materiales no-homogéneos magnetizables en una ecuacion tipo Dirac.

e Establecer una solucién a la ecuacion tipo Dirac encontrada a través de una
configuraciéon de campos magnetostaticos uniformes en la materia.

e Encontrar aplicaciones de las transformaciones obtenidas para sistemas fisicos

reales.
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3. Marco Tedrico

3.1. Teoria electromagnética de Maxwell en el régimen estacionario

En esta seccion se presenta los fundamentos teéricos que conducen a la ecuacion de
Poisson en el espacio libre y en medios materiales (homogéneos y no-homogéneos),
empleando el sistema internacional de medida M.K.S. [42], [43], [44], a excepcidn de en
las secciones 3.2.3. y 3.2.4. donde se asumen unidades h = ¢ = 1 por comodidad en

algunos casos.

3.1.1. Electrostética en el espacio libre

La teoria electrostatica en el espacio libre, es el estudio de los campos electrostaticos
producidos por cargas eléctricas que se encuentran estaticas, invariantes en el tiempo, en

un medio homogéneo e isotrépico con una permitividad eléctrica igual a &, =
8.8541878176 x 10712 CZ/N_mZ _[42]. Siendo este un medio donde se producen

interacciones entre cargas eléctricas mediante sus campos electrostaticos. Algunas de las

ecuaciones fundamentales de la electrostatica en el espacio libre son:

e Leyde Gauss
En el espacio libre se establece que el flujo eléctrico a través de una superficie es
proporcional a la magnitud de las fuentes (py densidad volumétrica de carga libre). En

forma puntual la ley de Gauss en el espacio libre se expresa mediante

v.E=L (1) E(#) Campo electrostatico
€o
= -V (%) (1.1) B f r—r )
47r€0 |7 — 7|

Donde 7'es la distancia del origen a las fuentes de campo electrostatico g’y  es la distancia

del origen al punto de referencia. Siendo (1.1) la relacion que proporciona informacion
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sobre la direccion en la cual varia el campo electrostatico, y que ademas determina que el
potencial escalar es una superficie constante perpendicular a las lineas de campo

electrostatico.

e Ecuacion de Poisson
De la forma diferencial de la ley de Gauss (1) y asumiendo que el campo electrostatico esta
relacionado con el gradiente de un potencial escalar (1.1), se deriva la relacion entre la
densidad de carga libre y potencial escalar:

V) =-L @

€o
¢(r) Potencial escalar electrostatico,
Una solucidn a la ecuacién de Poisson se da mediante la siguiente integral, la cual admite
configuracion de carga sencillas:

1 (p@HAV 1 dq’
4me, T —7'|  4mey ) |7 =7

P(r) =

En ausencia de cargas libres p, = 0 la ecuacion de Poisson se reduce a la ecuacion de
Laplace:
V2¢(7) = 0

e Discontinuidad del campo electrostatico
Al examinar las condiciones de frontera de Dirichlet o Neumann a través de la siguiente
consideracion:
Se considera una superficie cerrada o abierta con densidad de carga superficial o, con un

vector unitario normal a dicha superficie. Donde las componentes normales de los campos

son E,, vy E;, acada lado de la superficie. De modo que aplicando la ley de Gauss en forma
integral y tomando una pequefia caja cilindrica de altura despreciable, para que la Unica
contribucion venga de las bases del cilindro, se pueden obtener las condiciones de frontera

de las componentes normales a la superficie:

Of

(Ezn_Eln).ﬁ:g_O (3)
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Figura 2. Las componentes normales del campo electrostatico a cada lado de una interface

dependen de la densidad superficial de carga eléctrica.

De manera semejante, si se toma esta vez una pequefia trayectoria cerrada en la que los
lados perpendiculares a la superficie de carga sean infinitesimalmente pequefios. Haciendo
uso de VX E =0 (debido a que el campo eléctrico es estatico), se demuestra que la
componente tangencial de E es continua a través de la superficie:

(El‘f_EZT) Xﬁ= O

e Energia presente en el campo electrostatico
La energia electrostatica concentrada en un volumen dv cerca de una distribucién de cargas
electrostaticas continuas (g — dq) se encuentra relacionada con la carga volumétrica en
una regién del espacio (dqg = pdv), y con el campo electrostatico por la ecuacion (1). A
causa de esto, los campos electrostaticos almacenan energia en un volumen de espacio

determinado:

6_1 T~
w _Efpf ¢p(r)dv

La integral se realiza sobre el volumen de la distribucion, pero puede extenderse para cubrir

todo el espacio (pues p, = 0 donde no hay carga). De acuerdo con esta ecuacion la energia

potencial de una distribucion reside en las cargas (es cero donde py = 0). Un desarrollo
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adicional permite, como alternativa, proponer que la energia reside en el campo

electrostatico:
& = — £ = = & =2
we€ =?Of¢(r)V-Edv=7Of¢(r)E-dS+7of|E| dv
Extendida la integral sobre todo el espacio y para distribuciones localizadas:

E~1/r2,¢({#)~1/r,S~1/r*tal que ¢(F)E-dS~1/r - 0:

&o -2
we = ?f|E| dv 4)
Esta representacion permite definir la densidad de energia en un campo electrostatico
como:
dWe 80 -2
e — =— |E 5
Wa dv 2 | | ®)

3.1.2. Electrostéatica en medios materiales

La electrostatica en medios materiales explica los fendmenos asociados a la interaccion de
los campos electrostaticos con la materia, dividiéndose en medios homogéneos y no-
homogéneos. La materia homogénea lineal isotrdpica es aquella que permanece invariante
ante cualquier tipo de translacion espacial o temporal, es decir que para un dieléctrico
homogéneo su permitividad eléctrica seria constante en cualquier direccion; mientras que
la materia no-homogénea anisotrépica presenta diferentes cambios respecto a la
trayectoria, por ejemplo cuando un dieléctrico es no-homogéneo su permitividad eléctrica
deja de ser constante y varia con la trayectoria, lo que es igual a tener una dependencia
espacial [42]. De este modo, las ecuaciones de teoria electrostatica se deben reescribir
introduciendo un término adicional que dé cuenta de la interaccion con la materia, de la

siguiente forma:
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e Leyde Gauss en dieléctricos
En un medio material debemos adicionar a la densidad de carga libre p; la densidad de
carga ligada p,, a la ecuacion (1):

= = Pt

V-E= —1( ) 6
S e e \Prtey (6)

Para dieléctricos lineales, isotropicos p, es la densidad volumétrica de carga ligada y se

define como menos el flujo de polarizacion en el medio:

—

pp=—V-P (7)
Se sabe que y;; = 0sii#j,Xxx = Xyy = Xzz = Xe, la susceptibilidad eléctrica no
depende de la direccidn:
P = goxeEy, P, = goxeEy, P, = &ox.E,
Siendo P la polarizacién eléctrica, la cual depende de la susceptibilidad eléctrica y, de los

diferentes materiales. En medios dieléctricos lineales, isotropicos:

P = SOXeE (8)

Remplazando la ec. (8) en la ec. (7)

—_

pp = —€Xe V' E )
Con ayuda de las ecuaciones (9) y (6) se define el vector de desplazamiento eléctrico en la

materia mediante:

—_

D =¢E (10)
€ = &y&, €5 la permitividad eléctrica del material.
& = (1 + x.) lapermitividad relativa del mismo.
En caso de un medio no-homogéneo, es decir la susceptibilidad eléctrica depende de la
posicion y es un tensor; en consecuencia, se modifica la interpretacion del vector de

polarizacion de la forma:

—_

P = 80)2E
Px Xxx Xxy sz Ex
Py =& <ny ny Xyz) Ey
P, Xzx Xzy Xzz E,
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En un dieléctrico que solo es lineal P; = }; «;; E; coni,j = x,y,z de modo que:
Pe = &(XoxEx + XxyEx + XuzEx)
P, = &0(XyxEy + XyyEy + XyzEy)
P, = eo(XzxEz + XzyEz + X22E2)
Ya que x,. Y € no dependen de la posicion, la ley de Gauss para dieléctricos homogéneos,

lineales, isotrdpicos se puede reescribir de la forma:

vE=X (6.1)
&
e Ecuacidén de Poisson en dieléctricos homogéneos
Partiendo de la ecuacidn (2), y agregando el término de interaccion con la materia:
+
Vip(r) = — (M) (11)
€o
Reemplazando (9) en (11):
£ V.E -
vp(r) =L (12)
€o
Teniendo en cuenta que: —V - E= Vip(r)
Vi) = - (13)

Siendo (13) la ecuacion de Poisson para materiales dieléctricos lineales.

e Discontinuidad del campo electrostatico en dieléctricos homogéneos
Mediante un proceso similar al realizado en la discontinuidad del campo electrostatico en
el espacio libre, y con la unica diferencia de colocar una interfaz entre dos dieléctricos se

obtienen las condiciones de frontera.



22

Figura 3. Geometria de las condiciones de frontera en un material dieléctrico lineal.

Para campos tangenciales en la superficie de la interfaz entre los dos medios se tiene que
son continuos:

(Eye —Epr) xA=0
En forma equivalente, las componentes normales del vector de desplazamiento eléctrico

en la interfaz presentan una discontinuidad si hay cargas libres presentes en ella:
(DZn - Dln) = Of (14)

e Energia del campo electrostatico en presencia de un dieléctrico homogeéneo,
lineal, isotrépico

De forma similar a como se determina la energia electrostatica en el espacio libre, podemos

decir que debido a la presencia del dieléctrico se debe hacer trabajo para producir

polarizacién en este; a medida que mas cargas se acercan a dq mas se polariza el dieléctrico

lineal, homogéneo, isotropico. En caso de obtener una polarizacion lineal, la energia

almacenada en el vector de desplazamiento eléctrico es:
p 1f6 Fdy = — f|5|2d (15)
= — . v =— v
Y3 2¢

De donde la densidad de energia electrostatica en presencia de un dieléctrico homogéneo

Se comporta como:
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|E| (16)

3.1.3. Magnetostatica en el espacio libre

La teoria magnetostatica en el espacio libre, describe el comportamiento de los campos
magnéticos, aislados en este caso de los campos eléctricos, debido a que se limita solo al
margen estacionario. Asi mismo, esta teoria asume que existen campos magnéticos
producidos por corrientes estacionarias; siendo el espacio libre un lugar con permeabilidad
magnética u, = 4m X 107’NA~2 [43], en donde se establecen a continuacion algunas de

las ecuaciones que proporcionan informacion sobre los campos magnetostaticos:

e Ley de Gauss para el campo magnetostatico
La ley de Gauss para el campo magnetostatico establece que el flujo producido por el
campo magnético a través de una superficie cerrada siempre es cero dentro y fuera de esta,
es decir, las lineas de campo magnético deben ser cerradas. Hecho que concuerda con las

demostraciones experimentales sobre inexistencia de monopolos magnéticos:

é 5. df =0 B(#") Campo magnetostatico
! an - w (IxG-F) (8)
V-B=0 O =) T

e Leyde Ampeére
La ley de Ampére no generalizada, nos indica que la circulacion de un campo
magnetostatico a lo largo de una curva cerrada es producido por la densidad de corriente

estacionaria en la superficie encerrada de la misma curva. En otras palabras, el rotacional

del campo magnetostatico es proporcional a ] (r) la densidad de corriente estacionaria:

jgg, dl = gl (19) Vx B = poJ;(r) (20)

Donde I = [ J;(r) - d§



24

e Ecuacién de Poisson para el potencial vectorial

Si se separa la definicion del campo magnético (18) en el rotacional de una nueva cantidad

vectorial asociada, la cual se nombra tradicionalmente potencial vectorial magnético A(r),

se tiene que:

/T(r) Potencial Vectorial magnetostatico

ool
Il
<
X
N}

21 - Ho j(F’)
AN = ) =7

dv'

Aplicando (21) en (20) y desarrollando una identidad vectorial:
VxB=Vx(VxA)=V(V-4)-V?A
Siendo la corriente estatica, en este caso no existe flujo (V- A) = 0. Por tanto, se obtiene

una ecuacién vectorial que relaciona el potencial vectorial magnético con la densidad de

corriente estacionaria:

VZA®F) = —po) (r) (22)

e Discontinuidad del campo magnetostatico
Al estudiar las condiciones de frontera para el campo magnetostatico a través de una

superficie abierta o cerrada con una densidad de corriente superficial.

Si se crea un cilindro alrededor de la superficie cargada con altura despreciable para que la
Unica contribucion provenga de las bases del cilindro, de tal forma que en ambos lados de
la superficie existan campos magnéticos normales §1n y §2n; se obtiene como
consecuencia de la ley de Gauss (17) que en la superficie la componente normal del campo
magnético es continua:

(Bin = Ban) =0 (23)
De igual forma como consecuencia de la ley de Ampeére no generalizada (20), al calcular

el campo magnético a través de una trayectoria cerrada en la superficie, se tiene que la
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componente tangencial del campo magnético es discontinua debido a la existencia de una
corriente superficial libre k:

T A = poks
(Byr — Byg) X i = poky (24)

e Energia presente en el campo magnetostatico

En una distribucion continua de corrientes estacionarias donde YN, I;dl; - J(r)dv, la
energia almacenada se encuentra relacionada con los campos magnéticos que se propagan

en el espacio libre a consecuencia de la ecuacion (20) en la forma:

11 - - 1 -2
W, = EfA(r) J()dv = 2—%f|3| dv (25)

Como resultado, la densidad de energia magnetostatica en un volumen del espacio es:

dw 1 -2
m m
=——=—|B 26
Wa dv 2;10' | (26)

3.1.4. Magnetostatica en la materia

La magnetostatica en la materia analiza y comprende los fendmenos asociados a la
interaccion de los campos magnéticos con distintos medios materiales susceptibles a su
propagacién en el margen estacionario. Dividiéndose estos medios en materiales
homogéneos, lineales, e isotropicos con susceptibilidad magnética constante a lo largos de
cualquier direccion en el material; y en materiales no-homogéneos, con una susceptibilidad
magnética que varian en funcién de la posicion en el material [43]. Es por esto que, las
ecuaciones relacionadas con la teoria magnetostatica se deben modificar introduciendo un

término que dé cuenta de esta interaccion con la materia, como veremos a continuacion:

e Ley de Gauss magnetostatoca en la materia
Dado que el rotacional del potencial vectorial magnético en el interior de los materiales

sigue siendo el mismo, las lineas de campo magnético en el interior de un medio
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magnetizable siguen siendo cerradas (tomando el hecho experimental de inexistencia de
monopolos magnéticos), se tiene que la ley de Gauss en medios materiales sigue siendo

expresada por (17).

e Ley de Ampere modificada para campos magnéticos en la materia
Entendiendo que un medio magnetizable tiene una corriente de magnetizacion fM, y
considerando la presencia de corrientes libres ff, se puede escribir el rotor del campo
magnético (20) como:

v><§:l«lo(jM +ff) (27)
Para un medio magnetizable lineal homogéneo la corriente de magnetizacion J,,, representa

la densidad de circulacion de la magnetizacion M, el cual es el término que proporciona
informacidn sobre la interaccion del campo magnético con la materia:
Ju=VxM (28)
Rescribiendo el rotor del campo magnético (27) con ayuda de (28):
~ (B _\ .
v><<——M)=]f (29)
Ho

.. . . S = B —
Definiendo el vector intensidad del campo magnético como H = o M, se encuentra la
0

ley de Ampére modificada:

— — N

VxH=]j; (30)

e Ecuacion de Poisson para el potencial vectorial en medios materiales
En materiales lineales homogéneos e isotropicos, se verifica que el vector de magnetizacion

es proporcional a la intensidad del campo magnético:

—_ —_

M=y, H (31)

En consecuencia, se puede reescribir H de la forma:

—

-2 _ . &
=——X
Ho m
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Como resultado, se encuentra que los campos magnéeticos son u veces la intensidad del

campo magnetostatico:

—

B=uH (32)
La permeabilidad magnética depende de la susceptibilidad magnética del material.
Definiendo la permeabilidad del medio material como:
t=uo(1+ xm)

Donde y,, se conoce como la susceptibilidad magnética. Para materiales diamagnéticos
Xm €S negativa, tal que u < 1; mientras que en los materiales paramagnéticos y,, €s
positiva, tal que u > 1. Esta relacion se vuelve més compleja en materiales no-
homogéneos, no-isotropicos, porque la susceptibilidad magnética tiende convertirse en un

tensor y,, = Xm, donde su valor depende de la posicion en el material.

Retomando (29) e introduciendo (31) y (32) en ella, se encuentra que:

x|——x =VX|——xym—|=
wo M wo “Mu)

VxB =y
Recordando que el campo magnético puede expresarse como el rotacional del potencial
vectorial magnético:
Vx (VxA)=V-(V-4) - V24 =y,
En el margen estacionario la ecuacion se reduce a:
V2A = iy (33)
Donde finalmente (33) resulta ser la ecuacion vectorial de Poisson modificada para

materiales homogéneos.

e Discontinuidad del campo magnetostatico en medios homogéeneos
Las condiciones de frontera o contorno, que los campos H y B satisfacen en una interface

entre dos medios permeables magnéticamente pueden ser obtenidas de las ecuaciones (17)
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y (30), mediante un procedimiento semejante al empleado para el campo magnético en el

vacio (revisar la seccion 3.1.3); de esta forma se obtiene que:

La componente normal del campo magnético a través de la interface entre los dos medios

es continua:

(§1n - EZn) ‘n=0 (34)

Medium 1
H:

®

Medium 2
Hz2

Figura 4. Geometria de las condiciones de frontera magnetostaticas en un medio lineal.

Mientras que la componente tangencial de la intensidad del campo magnetotético sélo lo
es en ausencia de corrientes superficiales libres ky:

(Hye — Hyr) X i = Ky (35)

e Energia del campo magnetostatico en presencia de materiales homogéneos,
lineales, isétropicos

A diferencia de la expresion obtenida en la seccion 3.1.3 para la energia almacenada en el

campo magneético, se encuentra ahora, que debido a la modificacion realizada a la ecuacion

de Ampere (30) la expresién varia de la siguiente manera:
1. = .2
WM:Ef -Hdvz%f|H| dv (36)

Igualmente, la densidad de energia magnetostatica en presencia de materiales homogéneos,
lineales, isotrépicos varia en:
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dw 1 . _. 1 -2
wg”:d—v:E(B-H):ﬂ|B| (37)

3.1.5. Teorema de Unicidad del Potencial

El teorema de unicidad del potencial interpretado para la ecuacion de Poisson establece
que, para una diversidad de condiciones de contorno, la ecuacion puede tener soluciones
maltiples, pero el gradiente de cada solucion es unico. En el caso de la electrostatica, esto
significa que hay un campo electrostatico Unico derivado de una funcion potencial que
satisface la ecuacion de Poisson y las condiciones de contorno (Dirichlet o Neumann) [44].

Cabe destacar que también hay teoremas de unicidad asociados con la magnetostatica; por
ejemplo, si la densidad de corriente ff se especifica a lo largo de cierto volumen V, o bien

el campo magnético B,oel potencial vectorial magnético A, se especifica en la superficie
de delimitacion S, el campo magnético se determinaria de forma Gnica a lo largo de V' y
sobre S [45].

3.2. Teoria cuantica de la materia

En la presente seccion se desarrolla el fundamento tedrico del cual se deriva la ecuacion de
Schrodinger y la ecuacion de Dirac [5], [46], [47], [48], para posteriormente relacionar
el Modelo de Jackiw-Rebbi [3] con la ecuacion estacionaria unidimensional de Dirac [35];
bajo el sistema internacional de medida M.K.S a excepcion de las secciones 3.2.3. y 3.2.4

donde se usan unidades h = ¢ = 1 por comodidad en algunos procesos.

3.2.1. Deduccidn de la ecuacion de Schrodinger

Gracias a la cuantizacion primitiva de Bohr donde se manifiesta que los electrones emiten
energia en pequefios “cuantos de luz” una vez se mueven de un estado a otro, fenOmeno
explicado y sustentado anteriormente por Max Planck y Albert Einstein con su denominado
efecto foto-eléctrico [4], se introduce la analogia de De Broglie la cual expone que si a un
foton se le asocia una onda y a una particula material también se le podria asociar un

paquete de ondas [6]. Es decir, la materia tendria un comportamiento dual, como ya
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sabemos este suceso ha sido comprobado y verificado con éxito; de este modo, cerca de
1924 Erwin Schrodinger utilizaria el principio de correspondencia para asociar la energia

presente en un oscilador clasico con la descrita por una particula con comportamiento
[48]. Asi mismo, estableceria la mecénica cuéntica

ondulatorio como el electrén
ondulatoria a través de su famosa ecuacion.

Utilizando notacion actual describiremos de manera similar el proceso que condujo a Erwin
Schradinger a su famosa ecuacion [8]. Schrédinger propondria una funcion de onda que
describe el comportamiento ondulatorio de los electrones, y la introduce en la ecuacién de

(38)

onda clasica:
1 0%yY(r,t)
2 = _ —
Vay(r,t) i a2 0

2
Resolviendo la ecuacion por separacion de variable k? = ‘:—2
V2o(r) + k?ep() =0

Y@, 1) = p(P)e™

) o
Asumiendo la energia de un oscilador clasico E = zp—m+ V(r), y considerando k =§
gracias a De Broglie, se tiene:
2Zm
kz = ?(E - V)
(39)

hZ
__mvz(p(F) + V(@) o) = Ep(7)

Resultando la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo (39), la cual describe el

comportamiento de un electrén estacionario afectado por un potencial.

Si la funcion de onda ¥ (7, t) se expresase en términos de una transformada de Fourier:
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Y(F ) = ﬁ f fexpli(k -7 — wt)] d3k (40)

1 2 - -
VAY(7,t) = —mf h—T (E=V)f(k)expli(k -7 —wt)]d3k (41)

Para un fotén E = hw,

" oY(r, t)
h—5¢

= o )3/ fEf(k)exp[ (k-7 —wt)] d3k (42)

Igualando las ecuaciones (41) y (42), se obtiene una ecuacion de Schrédinger que describe

el comportamiento de un electrén en el tiempo cuando es afectado por un potencial:

—h—v2¢(r t) + V@)W t) = hal/’;r 2

3.2.2. Interpretacion cuantica de una particula Relativista

Cerca del afio 1926 Oskar Klein y Walter Gordon, vislumbraron la posibilidad de obtener
una ecuacion que describiera el comportamiento de las particulas bosénicas, como por
ejemplo los fotones, y que tomara en cuenta la cinematica de la teoria especial de la
relatividad en su movimiento [35]. En este caso, partiendo de la energia relativista de una
particula:

E? = m2c* + c?p? (43)

Expresando la funcion de onda de Schrddinger v (7, t) como una transformada de Fourier,

dependiente del momento k = E

'.:7"

W60 = [ Fexp G -7 - 50| (44)
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VG0 = [ 7 FDexp [ G- - B0| dp (45)
o2Y(7, -1 . AT
T - S met + et [ frexp [t (57 - B0 @ (16)

Debido a las expresiones previamente desarrolladas (45), (46), y (43) se encuentra la
ecuacion relativista de Klein-Gordon, la cual presente un término no lineal en su derivada
temporal y produce campos de probabilidad negativa, en consecuencia, solo til en la teoria
cuantica de campos donde la funcién de onda puede interpretarse como el propio estado

fisico del espacio-tiempo.

1 92 5 m2c?
2oV TR

Y(r,t) =0 (47)

3.2.3. Deduccién de la ecuacién de Dirac

Debido a la necesidad de explicar el comportamiento de algunas particulas de espin
semientero, denominadas fermiones, que alcanzan velocidades cercanas a la de la
propagacién de la luz. Dirac formula en 1928 una version relativista de la ecuacion de
Schrodinger [15], la cual se puede deducir partiendo de la energia relativista de una

particula [35], o bajo ciertas condiciones, de la ecuacién de Klein-Gordon:

oY(r,t)
ot

V(me?)2 + (cp)?P(r,t) = ih

(48)

Donde p = —ihV; para evitar llegar otra vez a la ecuacion de Klein-Gordon Dirac razond
que la cantidad dentro de la raiz cuadrada podria ser un cuadrado perfecto, de esta manera
considero:

(mc?)? + (cp)? = (apc + pmc?)? (49)



33

Siendo @ = (ay,a,, a3), a; parai = 1,23, y B cuatro constantes a encontrar (que
posteriormente seran las matrices de Dirac). Desarrollando el cuadrado de la parte derecha
de la ecuacion (48) y factorizando (asumiendo unidades h = ¢ = 1 para un desarrollo mas

cémodo):

D (=) + Y (sioqocioq ) (=i (<i%) + Y (@iff + Ba) (—i7) m + F2m?(50)
i i>] i
Igualando cada uno de los coeficientes de (50) con la parte izquierda de la ecuacion (49),
Dirac encontro que a; y 3 deben cumplir ciertas condiciones, tal que:
1. a2=1
. BE=1

(o<io¢+ogio;) = O para i # j

A 0PN

. (B +Ba) =0

Siendo este el caso, las condiciones para que la ecuacion (49) se cumpla, pueden
reescribirse empleado anticonmutadores, puesto que:
{A,D} = AD + DA

Si este objeto se anula, es porque A y D anticonmutan y por tanto AD = —DA , en este
orden de ideas, se reescriben las condiciones:

1. {e,0}=0

2. {x;,B}=0

3. o2 =p%2=1Iparaij=1.23

Resumiendo {oc;, o} = 26 ;1



34

Por tanto, (o<, o¢,, X3, B) son objetos tales que su cuadrado da la unidad y anticonmutan
entre ellos. Estas caracteristicas hacen que dichos objetos no puedan ser numeros

ordinarios, tienen que ser matrices; las cuales se denominan como matrices de Dirac.

00 0 1 0 0 1 0
[0 0 1 0 [0 0o o0 -1
=10 1 0 o ll=11 0o 0o o
10 0 0 0 -1 0 0

0 0 0 —i 10 0 0
[0 0o i o {01 0o o
lol=10 2 0 o Bl=10 0 -1 o
i 0 0 0 00 0 -1

Una forma mas compacta de reescribir estas matrices es utilizando las matrices de Pauli

[47]:
#1=(y 7) 1=, )

La ecuacidn de Dirac tiene la forma entonces en unidades M.K.S.:

l/)(r t)

pmc? +Za]p] Y(r,t) =ih (51)

j=

3.2.4. Modelo de Jackiw-Rebbi (Energia de punto cero)

El modelo Jackiw-Rebbi [3] describe un campo de Dirac unidimensional acoplado a un
campo de soliton de fondo estatico, se conoce como una de las primeras descripciones
tedricas de un aislante topoldgico en el que el modo de energia cero puede entenderse como
el estado del borde o limite en una determinada region. En particular, el modelo Jackiw-
Rebbi ha sido estudiado por Su, Shrieffer y Heeger en el limite continuo de poliacetileno
[49]. La ecuacion estacionaria unidimensional de Dirac en presencia de un campo externo

@(x) con unidades h = ¢ = 1, esta dada al reducir (51) en la siguiente expresion:
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HyW(x) = [0, + 0,0 (0) ¥ (x) = E¥(x) (52)
5= ) =) v =(})

Empleando las matrices de Pauli [46] o, y o, para obtener un espinor real de dos
componentes W(x). Este Hamiltoniano de Dirac (52) posee ademas una simetria quiral
definida por el operador o, (matriz de Pauli), que anticonmuta con el hamiltoniado de Dirac
{HD,JZ} = 0. La simetria quiral implica que los estados propios vienen en pares con
energia positiva y negativa +€&, respectivamente. Sin embargo, es posible que un estado
propio sea su propio socio para € = 0, es decir que este adquiera valores positivos y
negativos para ser su propio par, si este es el caso, entonces el estado estd protegido
topolégicamente. El estado propio de energia cero resultante esta protegido por la topologia

del campo escalar,

@(x)

-10 -5 - 5 10

Figura 5. Muestra el potencial escalar externo @(x) que cambia el signo en la interfaz x=0.

cuya existencia estd garantizada por el teorema de indice, que se localiza alrededor del
soliton (onda nolineal que se propaga sin deformarse) [3]. EI modelo Jackiw-Rebbi usa
¢@(x) = mtanh(Ax) para el campo de potencial escalar, con m >0 y A > 0. Por

simplicidad se considera un campo de potencial escalar de la forma:

X
p(x) = mm (52.1)
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Formando una pared de dominio en x = 0 donde ¢ (x = 0) = 0. El campo escalar dado
por la ecuacién (52.1), la cual es una simplificacion del modelo Jackiw-Rebbi propuesta
por primera vez por Rajaraman-Bell [38]. La forma precisa del potencial escalar externo
no es importante siempre que se aproxime asintéticamente con un signo opuesto en x —
t+oo. La funcidn de onda puede cambiar en funcion de una forma particular del potencial
escalar externo, pero la existencia del estado de energia cero estd determinada Unicamente
por el hecho de que la masa es positiva en un lado y negativa en el otro, esto quiere decir
que la masa del fermidn hace que el potencial sea asimétrico de manera que sus valores
asintdticos en dos infinitos espaciales sean diferentes [39]. Por lo tanto, la solucién para

el potencial escalar externo es muy amplia.

La solucién de la ecuacion de Dirac (52) con una energia exactamente cero para el campo

escalar (52.1), se obtiene resolviendo la siguiente ecuacion:

0 —0x + @ (X)) (Y1 (X)) _
(04000 0" M) =0
Encontrando que,
Pi(x) = Cpexp{mlx|}y =12 (52.2)

Donde C; , es la constante de normalizacion. Si se normaliza la funcion (52.2) es evidente
que C, debe tender a cero para evitar problemas de divergencia. A continuacion, en la
figura 6 se muestra la funcién de onda para el estado de energia cero del modelo Jackiw-
Rebbi.
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w(x)

Figura 6. Modo de energia cero Jackiw-Rebbi dado por la ecuacion (52.2) para el campo
escalar externo representado en la figura 5; el estado se localiza alrededor de x=0.
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4. Metodologia

En la presente seccidn describiremos las transformaciones empleadas por Gabriel Gonzalez
[1] y Rokaj [2] para convertir la ecuacion de Poisson, mediante una configuracion de
campos eléctricos 0o magnéticos en el espacio libre, en una ecuacién tipo Schrodinger.
Luego, extenderemos esta técnica utilizando la ecuacion unidimensional de Poisson en
medios materiales homogéneos, lineales, isotropicos y no-homogéneos para los casos
electrostaticos y magnetostaticos, respectivamente con unidades de medida del M.K.S a

excepcion de la seccion 4.3. donde se emplea por comodidad unidades h = ¢ = 1.

4.1. FASE 1: Transformaciones de Gonzélez y Rokaj

Fue desarrollada por Gabriel Gonzéalez en el 2012 [1] inicialmente para una configuracion
de campos electrostaticos en el espacio libre, basado en la amplia implementacion de
potenciales asociados a la funcién delta de Dirac en mecénica cuantica [22], [21], [50],
[51]. A partir de esta transformacion, se siguié una modificacion realizada por Vasil Rokaj
en el 2014 [2] para su aplicacion a una configuracion de campos magnetostaticos en el
vacio. Un aspecto importante de estas transformaciones son su sencillez, una vez aplicadas
a la ecuacién Poisson en el espacio libre conllevan a ecuaciones estacionarias tipo
Schradinger. Esto es posible porque Gonzélez y Rokaj, encuentran que las condiciones de
frontera del potencial escalar eléctrico y del potencial vectorial magnético, en una
dimension, en el espacio libre, pueden estar relacionadas con las condiciones de una

funcién de onda cuéantica.

Gonzéles y Rokaj exponen los siguientes limites:
e El potencial escalar electrostatico en el vacio ®(r) es continuo a través de
cualquier frontera, a excepcion de su derivada normal (52) que es discontinua la
superficie.

- -

€o
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e El potencial vectorial magnetostatico A(r) en el vacio presenta de manera analoga
los mismos limites del potencial escalar electrostatico. En una dimension del
espacio cuando el potencial vectorial magnetostatico y la corriente superficial son

escalares, se tiene la siguiente expresion:
A (d—A) = ks (53)

dn
e La funcion de onda propia cuantica ¥ (z) siempre es continua a excepcién de su
derivada, la cual es discontinua en los puntos donde su potencial es infinito ®(z) =
Vod(2z). Existe una discontinuidad en la derivada de la funcién de onda propia
proporcional a la funcion de onda en z, (y a la fuerza del potencial de la funcién

delta).

(@)
+€ dz

dy(z)
dz

= constanteVyy(z,)

Particularmente, debido a estos limites, plantean que la Unica forma en que pueden ser
iguales es mediante la existencia de un potencial de funcién delta. En consecuencia,

proponen las siguientes transformaciones:

1. Potencial escalar electrostatico [1]:

. <LP(F)>
®(r) =Vyln (54)
Yy
2. Potencial vectorial magnetostatico [2]:
Y(z)
A (z) = A ln[ c l (55)

Donde V,, A,,y, C son constantes que aseguran la consistencia dimensional. Una vez
aplicadas las transformaciones (54) y (55) a las ecuaciones (2) y (22) se obtienen
ecuaciones tipo Schrodinger con potenciales de funcion delta de Dirac, segin la

configuracién de campos empleada.

De este modo se propone en el presente trabajo, usar las transformaciones (54) y (55) en la

ecuacién de Poisson para medios materiales homogéneos y no-homogéneos, debido a que
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se presentard una version mas general de la relacion encontrada por Gonzalez y Rokaj;
siguiendo este orden de ideas, se deben establecer los limites para los potenciales en la

materia;

e El potencial escalar electrostatico en la materia ®(r) es continuo a través de

cualquier frontera, a excepcion de su derivada normal que es discontinua la

(@)% eo

e El potencial vectorial magnetostatico A(r) en la materia presenta de manera

superficie.

analoga los mismos limites del potencial escalar electrostatico. En una dimension
del espacio cuando el potencial vectorial magnetostatico y la corriente superficial

son escalares, se tiene la siguiente expresion:

Adz— k- 57

Indiscutiblemente las condiciones (56) y (57) son similares a las condiciones (52) y (53).
Por consiguiente, se requiere un estudio por separado de cada medio en cuestion, donde se
plantean y se desarrollan los céalculos teéricos pertinentes al utilizar una de las
transformaciones propuestas en medios materiales homogéneos; de este modo, se expondra

el tema a continuacién en dos subsecciones.

4.1.1. Transformacion de la ecuacién de Poisson en dieléctricos homogéneos

En esta subseccion se aplicara la transformacion (54) a la ecuacion de Poisson en medios
materiales (13) con un procedimiento homdlogo al seguido por Gonzélez en [1], cuando

aplico su transformacién en la ecuacion de Poisson en el espacio libre.

Teniendo en cuenta que E(7) = —V®(#), se aplica la transformacion (54) tal que:
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o VY (F) ¥ (1)
E(r) = _VOW =Voum (58)
Haciendo un producto punto entre (58):
S o v\
. — 2 _
E(r)-E() =V, (w(f)) (59)
Recordando:
V-E(F) = —V20(F) (60)
Empleando la transformacion (54) en la ecuacion (13):
¥ () (WGvZ o
Vy— -V, | —— = - 61
o \v®) T et w D
Introduciendo (59) en (61):
e g (E0-ED) )
"W  g(l+xe) Vo

VO €y 3

Multiplicando por — @ ambos lados de la ecuacion (62):

Vo’eap> W' (1)  eVoao®pr 5 ( E(T) - E(F))
2 9@ 2 2
Voleao®  _ Veaolpsr E()-E@) ¥
_ 02 0 Wr(E) — 0 Opf‘P(r)=—£a03( > )

. : N . h2
Donde a, es una distancia arbitraria y se escoge tal que satisfaga [Vozsra03] = [;]:

2 3 E@) -E@) ) ¥E
—h—l}l”(F) _ VOaO Pr I'P(F) — —ca 3( (T) (T)) (I')

2Zm 2g, 2g,

Asumiendo por simplicidad el problema en una dimensiéon ¥(r) —» ¥(z), ya que la Unica

forma de obtener una ecuacion tipo Schrodinger depende de que la magnitud del campo
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electrostatico |E| sea constante. Es decir, se requiere una configuracion electrostatica que

produzca campos uniformes en una direccion:

h? d?¥(z) Vyay® E2)Y(z
_ ( )_ 0o pf(z)lp(z) _ —sa03( 7)Y (z)
2m dz? 2€, 2€,

Realizado las sustituciones apropiadas, se definen la energia del sistema (64) y la energia

potencial (65):

32

€ay’E;
= 64
et (64)

VOaO3pf(z)
_Z—Sr —U(Z) (65)

(13) se transforma entonces de la forma:

DIV s v = ~18 W) 66
2m dz? 2)¥(2) = 5| ¥z (66)

Para el caso de estados ligados, es decir & < 0. Esta Ultima ecuacion evidencia que la
funcion propia y los valores propios de energia del estado ligado se daran en términos del

potencial eléctrico y la densidad de energia mediante:

®@)

Y(z) =ye Vo, §=—wg (67)
K SoEg

e — 2 — 68

Siendo y" una constante de normalizacion y wj la densidad de energia electrostatica (16).
Es importante destacar que la funcion propia no tiene nodos, por tanto, solo es posible
determinar el estado fundamental mediante este método. Esto es consistente con el teorema

de unicidad del potencial (revisar seccion 3.1.5), el cual garantiza que el potencial

electrostatico es univoco si la distribucion de la densidad de carga eléctrica esta
especificada en todos los limites.
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4.1.2. Transformacion de la ecuacion de Poisson en medios magnetizables
homogéneos

En esta subseccion se aplicara la transformacion (55) a la ecuacion vectorial de Poisson en
la materia (33) con un procedimiento semejante al seguido por Rokaj [2], cuando aplicd

su transformacion en la ecuacién vectorial de Poisson en el vacio.

Asumiendo el caso unidimensional ya que para obtener una ecuacion tipo Schrodinger se
debe encontrar de manera analoga al caso electrostatico, una configuracién de campos

magnetostaticos uniformes en la materia; la ecuacion (33) se reduce a:

d2
7A@ = Wi (@) (69)

Aplicando la transformacion (55) a la ecuacion (69)

d2 Y(z) (¥(2)\
322 ) = Aoygy _<Lp(z)> }
Yz (¥(2)\
1w _<‘P(z)> }=u1x(z) (70)

Suponiendo una configuracion de corrientes estacionarias, tal que la Gnica contribucion de
campos magnetostaticos originados venga en direccion de la componente y:
0A, 0A, O0A, O0A,

B, = A, = — = ; =~ A
y = (VX Ay 0z 0x dz ' 0x 0 (70.1)

Sin pérdida de generalidad:

0A, Y'(z)
By = 0z Ao Y(z)
Realizando un producto entre B,, - B,
¥'(2)\’
2

Reemplazando (71) en (70):

AO leP(Z) B:%/

Yo ar R =M@ (72)
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Multiplicando a ambos lados de la ecuacion (72) por ——= b° Y(z)

Ap®b3 d*W(z) Aybd by
" on a2 ]x(z)——ﬂ By¥(2) (73)

Efectuando andlisis dimensional sobre las constantes que acompafian la segunda derivada

de la funcion en (73), donde b, es una distancia arbitraria que se escoge tal que:

-F

Llevando a cabo las sustituciones apropiadas en (73), definimos un potencial U(z) y una

densidad de energia w*, tal que:

Aoty
°“ ). = U) (74)

bO:ur
2p

Como se observa, obtenemos una ecuacion tipo Schrodinger independiente del tiempo

=g, §=—wg' (75)

asociada a campos magnetostaticos en la materia que con un procedimiento analogo a la

subseccion 4.1.1. (33) se transforma en:

h? d?¥(z)
2m dz?

+U(2) = -[§|¥(2) (76)

Para el caso de estados ligados; es decir & < 0, la relacion (76) significa que la funcion
propia y los valores propios de energia del estado ligado (igualmente consistente con el
teorema de la seccion 3.1.5.) se daran en términos del potencial magnético y la densidad
de energia por:

AZ) 51

Y(z) = Ce Ao, —=>—B; =w]' 77
< 2 Wg (77)

Donde C es la constante de normalizacion y w]* la densidad de energia magnetostatica
(37).
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4.2. FASE 2: Soluciones a las ecuaciones tipo Schrodinger

En la Fase 2 se estableceran métodos solucion a las ecuaciones (66) y (76), encontradas
mediante procesos matematicos basados en la configuracion de campos electrostaticos y

magnetostaticos, respectivamente.

4.2.1. Solucidn a la ecuacion tipo Schrodinger encontrada en 4.1.1

Suponiendo una distribucién impar de placas infinitas paralelas con densidades de carga
eléctrica alternativas +o [42], [43], a las cuales se les atribuye un campo electrostatico
uniforme en presencia de un dieléctrico lineal, se considera una densidad de carga
volumétrica [1], [52]:

4
>
I -t -+ +-) (- -+ =+ +-) (-
| e JE— E P
| -+ (-4 - (+- -+ +-) (+-
1 + +-0 (+ +) -+ o (*-
- - - - - -
| — G R G
| ) -+ +-) (- -+ -+ +-) (+-
| — — S— —
\ -+ -+ + - + - -+ -+ + - -+ -
I _ e _ R e - — ot
SN - | o oo A

Figura 7. Configuracion de placas paralelas conductoras infinitas, espaciadas una distancia

a con un dieléctrico lineal, homogeéneo, isotropico entre ellas.

N
pr(z) =0 z (—1D)"6(z — z), paraN =0,1,2 ... (78)

n=-N

Siendo el caso trivial N = 0 con z, = 0 (ubicacion de la primera placa)

pr(2) = 08(2) (79)
El campo electrostatico primero se calcula para una sola placa infinita [53] ubicada en z,
debido a que se iran ubicando placas a la derecha y a la izquierda [1]. Supongamos que el

espacio a los lados de la placa haya sido ocupado por un dieléctrico lineal, homogéneo,
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isotropico con una constante dieléctrica € determinada, hemos idealizado su

comportamiento de la forma (revisar apéndice A):

N o .
EZ = zez (80)

De esta manera el potencial electrostatico vendria dado al resolver la ecuacion (1.1) con el
campo (80), y la densidad de energia w5 se encontraria al realizar la operacion (68) con

este mismo campo electrostatico:

6@ =2l W=z (81)

Igualmente obtenemos la funcion propia para el estado ligado y los valores propios de

energia presente del caso trivial. Al reemplazar en la ecuacion (67) la ecuacion (81):

2
|z| o

W(z) = ye e, g =

- 81.1
8e,e2 (81.1)

Se observa que la funcién propia (81.1) solo puede normalizarse para ¢ > 0, debido a que

diverge cuando z - —oo. Empleando las ecuaciones (65) y (79) se obtiene la funcién de

3
energia potencial U(z) = —?6(2) para el caso mecano céantico, donde «;= GVga" es la
intensidad del potencial. Utilizando sustituciones adecuadas:

9(2) = yexp (52121528 ) = yexp (72| 82
Z) = y'exp P z Vozag = y'exp hZe, z (82)

Realizando anélisis dimensional a los coeficientes constantes que acompafian la

5=

Reescribiendo la energia (81.1) se encuentran unidades relacionadas con constantes

exponencial (82):

cuanticas para la energia,
0% V,2a$ ma?

8e2 Vy%ale, 2h2ade?

&= (83)

Donde ¢, es la permitividad eléctrica relativa del medio material (&, es adimensional) y [

una longitud, reescribiendo (82):

|z]

-1
Y(z) = ye2er
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Considerando ahorael caso general N > 1, 0 = YN__,(—1)"0, el potencial electrostatico

(81) cambia de manera que describa la configuracion de placas propuesta:

N
6@ =5 > ()2 =2
n=-—N

Considerando el caso en que las placas estén finitamente espaciadas z,, = na, donde a es

la distancia de separacion entre las placas:

N
@ =5 ) (~1)"lz—na (84)
n=-N

Reemplazando (84) en la solucion (67):

N
¥ (z) = yexp {% Z (=D"lz— nal}
n=—-N

Empleando una vez mas analisis dimensional sobre las constantes que acompafian la

o
Voo

. 1 - -2 . . .
exponencial [ ] = H se determina una funcion propia que describe el comportamiento

del potencial electrostatico en la distribucion de placas paralelas con un dieléctrico

homogéneo en su interior, de la siguiente manera:

2le, .
Sy

N
—1
Y(z) = VeXP{ z (—1)“Iz—nal} (85)

La funcion (85) solo puede normalizarse cuando o — (—1)Vo, es decir [ - [(—1)N,

debido a que diverge cuando z — —oo, de este modo para encontrar la constante y:

fool‘{‘(z)lzdz =1
0

N
© (-1
|y|2f exp{K Z (—1)n|z—na|}dz —1 (86)
0 "' n=-N

Empleando,

N 0 N
(=D"|z—na| = (-D"|z—nal+ ) (=1D"|z—na
ﬁzi; I;E;N ;g;
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Cambiando n por —n en la primera suma de la derecha:

N 0 N
(-=1D"|z —na| = (-D™|z+nal+ ) (—1)"|z—na
2 2, 2

—n=-—

N N

N
Z (=D™|z — na| =Z(—1)nlz+na| +Z(—1)nlz—na (87)
n=1

n=—N n=0

Reemplazando (87) en (86) la integral por resolver es:

Na _q N N
fo exp [K{Z(—l)nlz+na| +Z(—1)“|z—na|}
r n=0 n=1

N

[reelm

n=0

dz +

N (88)
(=D"|z+ na| + Z(—l)nlz - nal}] dz
n=1

El desarrollo matematico de la integral (88) se muestra paso a paso en el apéndice B, del

cual se obtiene la constate de normalizacion presente en (86):

—Na —(1+2N)a a \\2
yl= (lere ler 4 2le,Ne 2! sinh <2l€ >> (89)
T

De este modo la funcién propia (85), se reescribe introduciendo el valor de la constante

encontrada en (89) de la forma:

—(=1)"*N|z—na|

N——N e 2181"
Y(z) = = T (90)
—Na —(1+2N)a a 2
<lere ler 4+ 2le,Ne 2l&r  sinh (ﬂ))
-

Por lo tanto, si hacemos las sustituciones apropiadas [~ = 2m «, /h?, encontraremos una
funcién propia que modela la funcién propia y su estado propio de energia ligado,

correspondiente a una particula cuantica de masa m que se mueve en un campo de
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potencial, similar a la de un cristal iénico unidimensional que presenta una constante

dieléctrica lineal [52], para un rango de frecuencia determinado:

—oc;m(=1)"*N|z—na|

N Zg,
W(z) = oy e h T (9D)

—2xymNa —xym(1+2N)a 2
h? e We, + & h® Ne e sinh (am oc1>
r g m hzgr

&7 Xy m
Reemplazando (78) en (65), y teniendo en cuenta las consideraciones ¢ - (—1)Va, es
decir I - [(-=1DN,

N
%1 +N
Uz) = — 2 Z (=1)™N §(z — na) 92)
ET
n=-N
2
ParaN>1y¢=— 2;2:318% , en el caso del vacio &, = 1. Este nuevo caso muestra que es

posible modelar la forma en que es atrapado un solo electrdn en un cristal i6nico
unidimensional que tiene una constante dieléctrica lineal, mediante funciones propias delta
repulsivas y atractivas, producidas por la configuracion electrostatica de placas paralelas,

para los iones negativos y positivos [52].

Con la funcién de onda dada por la ecuacion (91) calculamos el valor esperado de la energia

potencial utilizando (92):

T2X M GN 434N, s
(U)y = —— Z (—1)n+N IAIz] o N, Y= n(=D*N|z ]a|5(z—na)dz
" n=-N o
(U)y = —— Z (—1)™*N |A|%e zhozclmaf.]:_N(—l)HNln—jl

—2yma

N
m o2 Z (—1)"tNe h?e

hzgrz 1 —2o0c;mNa —oc;m(1+2N)a
. am
n=-N|>e h& +Ne h&  sinh ( 1)

2L _N(=1)*Nn—j|

h?e,

Las contribuciones de las placas cargadas opuestas se cancelan por pares (ver figura 7),
dejando la contribucion de una sola placa cargada como resultado para las energias medias
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correspondientes [2]; de esta forma, el valor esperado de la energia potencial es
independiente de N:

m of
=—— 9
W) =~ (93)

4.2.2. Solucion a la ecuacion tipo Schrodinger encontrada en 4.1.2
De forma semejante al caso anterior, se considera el problema de un nimero impar de
placas paralelas infinitas [54], igualmente espaciadas una distancia a con densidades de

corriente superficial eléctrica K= t+ky,é,, de manera que la densidad de corriente
volumétrica pueda escribirse como [2], [52]:

b3

P LI T R |

Figura 8. Configuracion de placas paralelas infinitas, espaciadas una distancia a que

transportan una corriente superficial cada una.

Figura 9. Comportamiento del material lineal, homogéneo, isotropico, magnetizable entre
las placas influenciado por la configuracion de campos magnetostaticos en la Figura 8,

producto de las corrientes superficiales.
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N

Jr= ) (Db (z ~ nae, (94)

n=-—N

Considerando el caso trivial N = 0, la distribucion de corriente cambia a la forma:

Jr = ko8(2)é; (95)
El campo magnetostatico primero se calcula para una sola placa infinita con densidad de
corriente superficial K= tkyé, [53], [54] ubicada en z, debido a que se iran ubicando
placas a la derecha y a la izquierda [2]. Supongamos que el espacio a los lados de la placa
haya sido ocupado por un material magnetizable lineal, homogéneo, isotropico con una
constante de permeabilidad magnética u determinada, hemos idealizado su

comportamiento por medio de (revisar apendice C):

B, > éy (96)
De esta forma, el potencial vectorial magnético se determina al resolver (70.1) con el

campo magnetostatico (96), resultando:
uk
Ax(2) = =1zl ©7)

Reemplazando (97) en la ecuacion (77) obtenemos la solucién del caso trivial y la densidad

de energia para el mismo:

_ttko 2toko”
W) = o,y = B ©98)

Esta funcion propia solo se puede normalizar con la condicién k, > 0, para evitar
divergencias cuando z — +oo. Haciendo uso de las ecuaciones (95) y (74) se encuentra la

funcion de energia potencial U(z) = —pu, «, §(z) para el caso mecano cuéntico, donde

3
o, = @ es la intensidad del potencial. Realizando apropiadas sustituciones, (98) se

puede reescribir de la siguiente manera:
pkoAoybg Hy X m
Y(z) =C ————|z|t=C - 99
@ exp{ Ty 71| = Cexp (- = 121) (99)
Considerando ahora el caso general para N > 1, k, = YN y(—1)"k,, se tiene que reescribir
el potencial magnetostatico (97) para cumplir con la distribucion de placas paralelas
propuesta,
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A (z) = — ﬂzﬁ (—1D)™"VN|z —na (100)

n=-N

Debido a (100) la funcion propia (77) se convierte en:

2A, .

Y(z) = Cexp {—— z (=1D)™N|z — nal} (101)

Haciendo apropiadas sustituciones nuevamente en (101) y realizando analisis dimensional

sobre las constantes que terminen acompafando la exponencial (101), se tiene:

=[5 -

Siendo L una longitud. Reescribiendo la ecuacion (101), se encuentra una funcioén propia

que describe el comportamiento del potencial magnetostatico producido por una

distribucion de placas paralelas con un material lineal, homogéneo, e isotropico entre ellas,

W(z) = Cexp{—— Z (- 1)"+N|Z—na|} (102)

n=—N

U, €s la permeabilidad relativa del medio y es adimensional. Realizando sustituciones
coherentes en los valores propios de energia (98):

2, 2

ma; Uy

2b3h2

Normalizando la funcién propia (102), y realizando un procedimiento analogo al

£E=— (102.1)

establecido en 4.2.1 para encontrar la constante de normalizacién C (revisar apéndice D),

se determina una expresion similar a (90):

—y(=1)"*N|z—na|

N
__Nn€ 2L
Y(z) = [In=-n - (103)
[ —HrNa L —ur(142N)a . Ua 2
(—Te L + ZENe 2L sinh (T))

Asi mismo, la funcion de energia potencial se obtiene al reemplazar (94) en (74):

U@) = —p, , Z 5(z — na) (104)
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Al hacer sustituciones apropiadas L™! = 2 «, m/h? en (103), se encuentra que también
es posible modelar una funcién propia que describe el comportamiento de una particula
cuantica de masa m que atraviesa un cristal i6nico unidimensional con energia potencial

(104), el cual presenta una constante magnética lineal; entonces (103) se expresa mediante:

—oprm(=1)"*N|z—na|
[h-_ne B2
n=—N

1
h2 —2U,rx,mNa h2 —o, Uyrm(1+2N)a ) au.m o« 2
< e n + Ne h2 sinh (M)

Y(z) = (105)

2y < m o frm h?
Este resultado es una consecuencia natural de la dualidad con el problema electrostatico,
en caso del vacio u, = 1. Por lo tanto, el potencial (104) que modela una funcién propia
(105), resulta valida tanto para materiales paramagnéticos donde y,,, es positiva, como para
materiales diamagnéticos donde y,,, es negativa [44]. Encontrando ademas que la funcion
de energia potencial (104) presenta matematicamente una estructura similar a la de un
cristal i6nico unidimensional [52], siendo modelados los iones positivos y negativos por

funciones propias delta repulsivas y atractivas.

Con la funcién propia modelada por la ecuacion (105) podemos calcular el valor esperado

de la energia potencial utilizando (104):

—oty pym(=1)*N|z—ja|

N (o]
W) =~ oy Y OMNICR [ e 6 - na)ds
n=-N ®

c ~oppma(=1)*Nin-j
V) = =g o, Y (DN [Ce

n=-N

—2X,;ma . .

__mw’ai (—1)Ng e, Z=-nC D In] 5

(U) = - h2 Z 1 Z2#r%ymNa —urm(1+2N)a apm (105.1)
n=—N <7 e h? + Ne h? sinh (rh_zz)>

Las contribuciones de las placas cargadas opuestas se cancelan por pares (como se

menciono en la seccion 4.2.1, ver figura 8), dejando la contribucion de una sola placa como
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resultado final para las energias medias correspondientes [2]; por tanto, el valor esperado
de la energia potencial es independiente de N:
my, % a3

V) = -5

(106)

4.3. FASE 3: Transformacion de la ecuacion de Poisson en medios magnetizables no-
homogéneos, no-isotrépico

Como una extension al estudio de las analogias encontradas por Gonzélez y Rokaj, y a
diferencia de las secciones anteriores donde se emplearon medios homogéneos, en la
presente seccion se establecera una relacion entre la ecuacion unidimensional de Poisson
en medios magnetizables no-homogéneos, no-isotrdpico y la ecuacion unidimensional de
Dirac para la energia de punto cero; en otras palabras, se mostrara la rigurosidad
matematica con la cual se encontré dicha relacion. Es muy probable que esta relacion
también se pueda obtener para el caso electrostatico, pero solo nos interesa analizar el caso
magnetostatico en este Trabajo de Grado.

Tomando en cuenta que ahora la permeabilidad magnética es una funcion que depende de

la posicion, para el caso unidimensional se tiene que (33) debe expresarse de la forma:

d /1 dA,y
a(@ dx) = —J,(x) (107)

d?4, p'(x)dA,

5 R IAe (108)

Aplicando en la ecuacién (108) la transformacion (109), la cual establece una distribucion

de campos magnetostatico (revisar seccién 4.4) distintos a los propuestos por Rokaj en [2],

de la siguiente manera:

¢1(x)) (109)

A,(x) = A, ln( v

Donde A,(potencial magnetostatico constante) y V son constantes que aseguran la

dimensionalidad, y 1, (x) una funcidn arbitraria:
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dd, . P/ d24 HONNINON
=4, -z _ Ag——=— Ay | ——=

dx P1(x) dx? P1(x) P(x)
Asumiendo un campo magnetostatico que se comporta de la siguiente forma (ver figura
10):

dA, Yi®  (110) ¥’ @\
~ —— = — — . = 2 1
By (x) I Ag . ) B2=B-B =4, <¢1(x)>
3
k=-Ke, k=+k.e, k=-kee; K=+ke, k=-kee,

\
[\
N

Figura 10. Configuracion magnetostatico con una corriente superficial K = Fkz [53],
[54]. El material lineal, homogéneo, isotropico, magnetizable entre las placas se comporta

de forma similar a lo descrito en la figura 9.

Y"(x) B* p'(x)

o a T we B = TRk (111)

Relacionando la ecuacion (110) con la ecuacion (107) e introduciendo el término resultante
en (111):

P"(x) B* p'(x)

TN R ey

B u'(x) 1 dB,
By = —nx) <u(x) B~ )

lpl”(x) dBy BZ_
Yi(x) T dx Ay
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dZ 1 BZ
zlpr(X) A, dx 1/’1() 21/’1(X)=0 (112)

Una breve salvedad es que la ecuacion (112) no depende de la permeabilidad magnética.

Sumando y restando B,, wl @) en la misma se tiene:
dzwl(x) 1dB, P1(x) P’ (%)
dx2 ll’l( )— zlpl(x) B, Ao - B, A =0
En el limite, donde € representaré la energia de punto cero:
: P1(x)]|  B? 1/J ( )
gr%{ [wl( )+ By | = () = By S €20 (=0 (113)
- 0 AO

Donde € es una constante auxiliar a determinar. Si se realiza la sustitucion y;(x) +

B, w;(x) = €1, (x) en la ecuacion (113) se encuentran:
) B? P1(x)
€Yy (x) — A_021/11(x) - B, 1

+ €2, (x) =0 (114)

B
Py (x) + A_lez(x) = €1, (x) (115)

Siendo (114) y (115) dos ecuaciones diferenciales acopladas que pueden reescribirse de
forma semejante (matematicamente) a la ecuacion estacionaria unidimensional de Dirac

(52), con unidades h = ¢ = 1, tal que:

_ . By, (x)
Hp¥(x) = Iayp + o, <A—>l Y(x) = €¥(x) (116)
0

4.4. FASE 4: Solucion de ecuacion tipo Dirac encontrada en 4.3

A continuacion, se propone una solucion a la ecuacion (116), la cual se encuentra
relacionada con la solucidn (52.2) debido a la existencia de un campo magnetostatico

B,,(x) que produce un comportamiento homalogo al establecido por la funcion de Jackiw-

Rebbi, en dicha solucién (revisar seccién 3.2.4). Es decir, se muestra como el estado de

energia cero Jackiw-Rebbi se puede generar en la interfaz de dos materiales magnéticos,
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separados por una placa infinita con una corriente superficial. Analogo a este caso,
encontramos que el uso de placas cargadas infinitas para emular sistemas fisicos se ha
utilizado ampliamente para una variedad de aplicaciones, como un simple capacitor de
placas paralelas [43] o en el estudio unidimensional del gas de Coulomb [55].

La ecuacion (116) se puede simplificar en dos ecuaciones de tipo Schrddinger desacopladas

HWY;, =0,parai=1,2.

0x?

~ 0?2
Hiy; = <—+ Ui(x)> PYi(x) =0

Donde,

B,(x)\* 1 dB
Up(x) = [‘( 3;10 > + €2 iA_Od_xy

De este modo, se observa que H, , son hamiltonianos supersimétricos que pueden ser

~

factorizados como H, = AtA — €2 y H, = AA" — €2, donde A = (ax + Bil(x)) y At =
0

By (x) . .

(—ax + il ) son analogos a los operadores escalera. De igual forma se construye el valor
0

propio del modo de energia cero estableciendo € = 0 en la ecuacién (116), y resolviendo

las ecuaciones diferenciales de primer orden no acopladas para i , (x) (espinor constante

de dos componentes):

Y12 (x) = Vi.exp {j <BJ;1(:)> dx} (117)
1,2

Asumiendo una configuracion magnetostatica descrita en la figura 10,

k
—%f/, para x <0
B, (x) = (118)
ik
Ty, para x>0

El campo magnetostatico dado por la ecuacion (118) se obtiene por medio de un
procedimiento igual al establecido en apéndice C, teniendo como base la configuracion de

la figura 10. Este campo tiene curiosamente la misma forma del campo escalar externo
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dado por la ecuacion (52.1), el cual permite la existencia del estado propio de energia cero
en el modelo Jackiw-Rebbi. El potencial vectorial magnetostatico dado por el campo (118)

se determina al resolver (110) en la siguiente forma:

k
x %x, para x <0
A, = —f By, (x) dx = (119)
0 lu'lk
—Tx, para x>0

Normalizando la funcién solucion (117) e introduciendo (119) en ella,

2u1k

GOl = Vo]’ j T ) gy =1
0

Uik
alt 2o (o5 o)

2k
Para que la funcion anterior sea normalizable se debe cumplir que V, = 0, quedando que

el valor de V, es:

+ k
V.| = %A—”Z’) (120)
0

Reemplazando la constante de normalizacion (120) en (117) y agregando el potencial
magnetostatico (119), se obtiene una funcion propia para el modo cero de la ecuacion de
Dirac (116), dada por:

Ag
Y(x) = (“1;—“2)1( (eA_o> (121)
0 0

4.5. FASE 5: Sistematizacion de Resultados producto del proceso teérico

Mediante el proceso teorico realizado en las anteriores fases se desarrollara un analisis
grafico de las soluciones encontradas en cada medio material (homogéneo y no-
homogéneo) empleado con la ayuda del software Wolfram Mathematica 10, ademas se
compararan, con los casos particulares tratados en investigaciones anteriores [1], [2] y se

establecera cuando existen similes con algunos sistemas cuanticos. Por otra parte, se
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examinara la variacion o los efectos producidos por la modificacion de las constantes de

permitividad eléctrica y permeabilidad magnética, respectivamente en cada caso.

4.6. FASE 6: Conclusiones

Con la informacion obtenida en el presente Trabajo de Grado se compararan los resultados
obtenidos frente a los establecidos actualmente en la literatura, en cuanto al desarrollo de
las transformaciones empleadas en diferentes medios; considerandolo como un resultado
del estudio de las analogias entre la teoria electrostatica, magnetostatica, y la mecéanica
cuéntica a partir del trabajo tedrico desarrollado. Concluyéndose la versatil aplicabilidad

de las transformaciones propuestas en diferentes casos.
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5. Andlisis y Discusion de Resultados

Gonzalez [1] y Rokaj [2] plantean transformaciones que de ser aplicadas a la ecuacion de
Poisson en el espacio libre conducen a ecuaciones estacionarias tipo Schrodinger. En este
trabajo se extiende el uso de estas transformaciones aplicandolas a la ecuacion
unidimensional de Poisson en la materia, con medios dieléctricos 0 magnetizables segun
el caso. Ahora seran puestas a prueba las funciones propias encontradas a través de un
estudio extendido de las transformaciones de Gonzélez y Rokaj, para modelar sistemas
cuénticos analogos con configuraciones electrostaticas 0 magnetostaticas en la materia.
Esta seccion se divide en dos subsecciones; primeramente, se muestran los resultados
obtenidos al graficar las funciones propias producto de las ecuaciones tipo Schrodinger
encontradas al desarrollar el estudio extendido en medios materiales homogéneos, para
diferentes valores de constantes eléctricas y magnéticas. Donde se comparan las graficas
obtenidas con las registradas por Gonzalez y Rokaj para un medio como el espacio libre.
En segundo y dltimo lugar, se presentan los resultados encontrados al desarrollar la
extension del estudio en medios unidimensionales magnetizables no-homogéneos,
comparando la grafica obtenida a partir de la solucién propia (121) con la del modelo de

Rackiw-Rebbi para el valor propio de energia del punto cero, establecida en la figura 6.

5.1. Simulacidn de las soluciones propias en materiales homogéneos

Para poner a prueba el desarrollo del estudio extensivo se simularon las soluciones propias
encontradas (91) y (105) para diferentes valores de permitividad eléctrica y permeabilidad
magnética, con el fin de determinar en qué materiales se obtendrd un mejor
comportamiento del sistema cuantico, es decir que materiales reproducirian una mejor

simulacion de un sistema cuantico.

5.1.1. Medios Dieléctricos

La funcion propia (91) que modela una distribucion de campos electrostaticos uniformes
en la materia, es simulada inicialmente para el Nitrégeno, el cual es un dieléctrico lineal

real con una constante de permitividad eléctrica relativa &, = 1.000548. Para efectos de
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simplificacion se toman unidadesh=m=a=1; Vy=aj =0 = 1; ;= 1/2 ala hora
de correr la simulacion, la cual dependera exclusivamente del niamero N de placas paralelas

y de la permitividad relativa del dieléctrico presente entre las placas, figura 11.

w(2) w(2)
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00" 0.0
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Figura 11. La funcion propia (91) para distintos valores de N: (a) N=1, (b) N=2, (c) N=3,

(d) N=4 en funcién de z.
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Figura 12. Graficas de la funcién propia (91) en una sola representacion para &, =
1.000548 con diferentes valores de N.

En la figura 11 se encuentra que las graficas obtenidas para el material Nitrégeno presentan
un comportamiento descriptivo de un potencial triangular, o en este caso de una barrera de
pozos de potencial delta Dirac similar al presente en los cristales iénicos unidimensionales
[52]. Se observa particularmente que existe un maximo mas pronunciado en la funcion
propia cuando existe solo una placa conductora, efecto que puede estar asociado con el
valor esperado de la funcion de energia potencial obtenido para el sistema en la ecuacion

(93). Este hecho se aprecia mejor en la figura 12.

A continuacion, se emplean diferentes medios dieléctricos en donde las constantes de
permitividad eléctrica relativa presentan una diferencia notable, en comparacion con la
presentada por el Nitrogeno; esto con el fin de analizar el comportamiento de la funcion

propia (91). Los materiales empleados se muestran en la tabla 1.
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Tabla 1. Constantes Dieléctricas

Material Permitividad eléctrica relativa
Nitrogeno 1.000548
Benceno 2.280000
Sal 5.900000
Silicona 11.700000

Nota: (a menos que se especifique lo contrario, los valores dados para 1 atm, 20°C). Datos de Handbook of
Chemistry and Physics, 91st ed. (Boca Raton: CRC Press, 2010) [43].

e
05}
0.4}

. — €=1.000548
03f €,=2.280000
0.2_- —— €=5.900000

— €=11.700000
0.1+
00/
-20 -10 0 10 20

Figura 13. Configuraciones de las funciones propias (91) para los diferentes materiales

presentes en la tabla 1 en funcion de z, con N=4.
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En la figura 13 se destaca que al aumentar la permitividad eléctrica relativa del material la
funcidn propia se extiende mas suavemente, es mas lentamente variable, lo cual modifica
la posibilidad de atrapar un electrén en un cristal i6nico unidimensional. Este aspecto del
comportamiento de la funcidn propia es un resultado muy importante que se deriva de
nuestro analisis, y es provocado en este caso por la modificacion del material presente entre
las placas conductoras paralelas, pero es andlogo la variacion de permitividad eléctrica que
presentan los cristales idnicos unidimensionales con la frecuencia del campo eléctrico
aplicado [56].

Se simula nuevamente en la figura 14 la funcién (91) con una constante dieléctrica igual a
la presentada por el espacio libre, esto con el fin de comparar el comportamiento descrito
por nuestra funcion propia con el descrito por la funcién propia (I) de Gonzélez en su
trabajo [1], el cual es mostrado en la figura 1. Para nuestra sorpresa el comportamiento de
las funciones propias difiere en gran medida para cada valor de N, y curiosamente
publicaciones posteriores de Gonzélez y Rokaj [2], [20] indican correcciones a la funcion
solucién propia establecida inicialmente por dicho autor en el espacio libre; sin embargo,
estas correcciones no muestran graficas pertinentes ni corrigen del todo la funcion solucién
propia, puesto que difieren de la funcion solucion propia encontrada en este trabajo en un

término constante, como se observa al comparar dichas soluciones.
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Figura 14. La funcion propia (91) para distintos valores de N: (e) N=1, (f) N=2, (g) N=3,
(h) N=4 en funcion de z, cuando la permitividad eléctrica relativa es igual a la del espacio

libre g, = 1.

5.1.2. Medios Magnetizables

La funcion propia (105) que modela una distribucidn de campos magnetostaticos uniformes
en la materia, es simulada inicialmente para materiales como el Gadolinium (Gd) debido a
que a pesar de su alta magnetizacion sigue siendo lineal, con una constante de
permeabilidad magnética relativa u,, = 1.48. De manera semejante al caso anterior, a la
hora de correr la simulacion se toman unidadesh=m=a=1; A4y = b3 =k = 1; x,=
1/2 , para que asi la funcion propia dependa exclusivamente del nimero de placas paralelas

Ny de la permeabilidad relativa del material Gd entre las placas, figura 15.
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Figura 15. La funcion propia (105) para el Gd con distintos valores de N: (i) N=1, (j) N=2,
(K) N=3, (I) N=4 en funcidn de z.

A diferencia del caso dieléctrico (Figura 11) aqui se observa como el Gd refuerza el campo
magnetostatico en la figura 15, provocando que la funcidn solucion propia adquiera valores
mas altos para distintas cantidades de placas paralelas establecidas; una comparacion mas
detallada entre las graficas se ve en la figura 16, en la cual curiosamente se observa que
con la configuracién de una o dos placas se alcanza el valor mas alto en la funcién solucién
propia, describiendo un comportamiento influenciado por la energia potencial (104),
analogo al de un cristal ionico unidimensional. Este hecho posiblemente se encuentre
relacionado con las propiedades magnéticas de los materiales paramagnéticos,

diamagnéticos, o superparamagneticos [57].
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Figura 16. Gréficas de la funcién propia (105) en una sola representacion para el Gd con

los diferentes valores de N.

En consecuencia, el Gd al ser un elemento del grupo de los lantanidos (grupo de elementos
que forman parte del periodo 6 de la tabla periddica de los elementos, o de “tierras raras™)
presenta un momento magnético bastante grande, ya que puede transportar hasta 7
electrones no apareados, debido a este suceso, cuando el campo magnético de las placas es

aplicado sobre el Gd los momentos dipolares en él son alineados con el campo magnético

externo, produciendo un efecto de refuerzo en B; este fendbmeno es conocido como
paramagnetismo [57]. Caso contrario es el diamagnetismo donde los momentos dipolares

presentes en el material se ordenan de forma contraria al campo magnético aplicado,

produciendo que sea repelido, es decir se genera una disminucion de B; dicho suceso es
apreciable en la figura 17, ya que se emplea para este caso en particular una constante de
permeabilidad relativa del material entre las placas paralelas con u, < 1, como el Bismuto
i, = 0.99983.
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Figura 17. La funcidn propia (105) para diferentes valores de N, con p,.=0.99983.

Al comparar las figuras 16 y 17 surge la duda de si el valor esperado de la funcion propia
de energia potencial es totalmente independiente de N > 1, debido a que en materiales
diamagnéticos la figura 17 parece concordar con la idea expuesta en la ecuacion (106), sin
embargo, caso contrario son los materiales paramagnéticos, ya que de acuerdo con la figura
16 la configuracion N=2 también deberia contribuir en (106). En vista de este
acontecimiento se simula nuevamente la funcion solucion propia (105) para valores de
permitividad magnética relativa u,- = 1, asociados en el mejor de los casos con materiales

superparamagneticos (revisar apéndice E), con un numero de placas paralelas N=4, y con

la finalidad de observar en la figura 18 los valores méas altos que se registren. En
comparacion con la figura 16, este nuevo resultado muestra que si el material empleado
entre las placas paralelas tiene una fuerte magnetizacion p, > 1.48, mayores seran los
valores registrados por la funcién solucién propia (105), decreciendo esta relacion con un

nimero cada vez mas grande de N.
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Es necesario aclarar que las constantes de permeabilidad magnética de los materiales
empleados (Gadolinium y Bismuto) en esta seccion fueron tomados de una de las tablas de

materiales en [43].
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Figura 18. Muestra la funcién propia (105) para valores arbitrarios w,. = 1 en funcién de

Z, con N=4,

5.2. Simulacidn de la solucion propia en medios magnetizables no-homogéneos

Para comprobar si la funcion solucién propia (121) modela una funcién propia para el
estado propio de energia cero del modelo Jackiw-Rebbi; primeramente, se simula (121)
para diferentes valores de permeabilidad magnética, empezando por valores cercanos a los
caracteristicos en materiales superparamagneticos, y posteriormente del orden de los

ferromagnéticos (revisar apéndice E). Al simular la funcion solucién propia en la figura 19

se toman algunos parametros constantes A, = 3;k = 1, en la figura 20 se toman como
parametros contantes A, = 2000; k = 1, donde el potencial magnetostatico debe ser A, >
3y Ay, = 2000 para que los valores adquiridos en cada figura por la funcion solucion

propia (121) concuerden con la normalizacion.
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Figura 19. La funcién propia (121) para un medio no-homogéneo unidimensional con

constantes u, = 1y u, = 2 [57].
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Figura 20. La funcion propia (121) para un medio no-homogeneo unidimensional con
constantes u; = 983y u, = 1043 [58].
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Efectivamente en ambas figuras (19 y 20) se observa que la funcion propia (121) se localiza
alrededor del cero en el eje x, del mismo modo que la funcion de onda propia del estado
propio de energia cero del modelo de Jackiw-Rebbi en la figura 6. Ahora, indiscutiblemente
la figura 20 presenta una mayor semejanza con la figura 6; no obstante, tiene intensidades
mayores debido a que el campo magnetostatico es reforzado por la fuerte magnetizacion
del medio empleado entre las placas. Caso contrario es la figura 19 donde el material
empleado no presenta una magnetizacion tan grande, debido a esto se obtienen curvas de
comportamiento tan caracteristicas en cada medio empleado. Es notable observar que entre
mas se acerquen las constantes de permeabilidad magnética relativa, es decir u; = u,

mayor serd la semejanza con el modelo de Jackiw-Rebbi en la figura 6

Con respecto a la variacion de la permeabilidad magnética relativa de un material, es
imperante aclarar que debido a su estructura atomica los materiales presentan diferentes
susceptibilidades magnéticas. Si indagamos mas al respecto encontramos que en
absolutamente todos los materiales la permeabilidad magnética relativa varia con la
temperatura [58]; siendo de interés la temperatura de Curie y la temperatura de Néel
(revisar apéndice E). Sin embargo, esta teoria se encuentra fuera del alcance del presente

Trabajo de Grado, por ende, no se tratan casos donde la permeabilidad magnética relativa

varié con la temperatura; aunque posiblemente se indague sobre este tema en el futuro.
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6. Conclusiones

En este Trabajo de Grado se propuso una extension al estudio planteado por Gonzalez [1]
y Rokaj [2] para determinar el comportamiento de las funciones propias solucion
encontradas en los diferentes medios materiales empleados, dieléctricos y magnéticos, una
vez se aplicaron las transformaciones (54, 55 y 109) a la ecuacién unidimensional de
Poisson en medios materiales (homogéneos y no-homogéneos). EIl presente estudio
extensivo ha sido desarrollado mediante un proceso analitico; siendo finalmente simuladas
las diferentes soluciones propias establecidas mediante este proceso en Wolfram
Mathematica para complemento del mismo, donde ademdas se toman en cuenta las
constantes de permeabilidad magnética y permitividad eléctrica de los diferentes medios.
A diferencia del estudio planteado por Gonzélez y Rokaj para configuraciones de campos
electrostaticos y magnetostatico en el espacio libre, el cual no depende de estas constantes.
Esto constituye una ventaja para nuestro estudio ya que puede aplicarse en diferentes
medios materiales con distintas permeabilidades magnéticas o permitividades eléctricas,

tales que la funcion solucion propia presente un simil cuantico.

El estudio extensivo propuesto fue puesto a prueba usando diferentes constantes de
permeabilidad magnética y permitividad eléctrica en las soluciones propias (91, 105y 121)
simulando el comportamiento de medios materiales reales en una dimensién con una
configuracion de placas paralelas de por medio. A partir de estas simulaciones se
compararon los estudios de Gonzélez y Rokaj con el estudio extensivo propuesto en este
trabajo. El estudio realizado en este Trabajo de Grado es méas general que el elaborado por
los autores Gonzélez y Rokaj en [1]y [2], debido a que ellos hicieron sus indagaciones
usando el espacio libre como medio material (cuando ¢, =1 y u, = 1). Bajo estas
premisas nuestra elaboracion conlleva a la posibilidad de hacer méas predicciones respecto
al comportamiento de los materiales, en especial modelamos la funcion de onda propia
para una particula cuantica que atraviesa un cristal i6nico unidimensional de manera
exacta, siempre y cuando su medio sea homogéneo; no obstante, al emplear un medio no-

homogéneo se demostrd que la ecuacion unidimensional de Poisson se puede utilizar para
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simular el modelo de Jackiw-Rebbi en una dimensién para el estado propio de energia cero.
Como caracteristica de este hallazgo también se concluye que el potencial magnetostatica
debe ser en magnitud proporcional a la suma de las constantes de permeabilidad magnética

relativa de los medios que se empleen.

En el estudio extensivo presentado se demuestra que la funcion solucion propia (91) a
grandes valores de permitividad eléctrica (1.000548 « ¢&,) deja de modelar un sistema
cuéntico. A diferencia de la funcion solucion (105) que a mayor permeabilidad magnética
(1.48 «< p,-) adquiere mucha mas similitud con un sistema cuantico, sin embargo, es
preciso dejar claro que estos comportamientos son propios de materiales homogéneos y en

casos particulares de materiales no-homogéneos.

A la luz del presente trabajo se concluye que el estudio realizado con base en la
investigacion [1] y [2] para determinar la versatilidad de las transformaciones sobre la
ecuacién unidimensional de Poisson, en diferentes medios materiales homogéneos y no-
homogéneos, ha demostrado su efectividad estableciendo un rango de permeabilidades
magnéticas y permitividades eléctricas para las cuales es posible una analogia entre la
teoria electromagnética y la mecénica cuéntica. Es importante recalcar que con el fin de
dar explicacion a fenémenos como el paramagnetismo o ferromagnetismo se hace
necesaria la teoria cuantica; por consiguiente, el estudio de analogias entre la teoria clasica
y la teoria cuantica conlleva a un mejor entendimiento de estos fenémenos. Para finalizar,
con la base de los hallazgos encontrados este trabajo se ha introducido una plataforma
magnetostatica para replicar el estado propio de energia cero del modelo de Jackiw-Rebbi,

permitiendo de este modo una prueba de laboratorio.
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7. Apendices

Apéndice A: Calculo del campo electrostatico producido por una placa infinita

cargada en presencia de un material

Siendo el campo electrostéatico regido por:

dQ |

dE = ——
4mteR? R

(AT)

La carga albergada en la superficie de la placa:

Q= f ods (A2)
4

)i: om
R
d
I 6 z’
‘ = y
o ¢ pH
y ,
7\

Figura 21. Campo eléctrico debido a una placa infinita con densidad de carga superficial.

Estimando los vectores en coordenadas cilindricas:

§=p(—ép)+déz |§|=|p2+d2|%

>
=]
Il
=

Reemplazando (A2),
dQ = ods = opd@dp
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Se reescribe (Al) de manera que:

5 ﬂzm oplp(—é,) + dé,|dodp
0 4me|p? + dzlg

E =

36p T
4dme|p? + d?|2

zZ

ﬂz”"*’ op[—pld@dp ﬂz’”" opld]d@dp
3

0 0 Are|p? + d?|2

En la primera integral el vector unitario se puede reemplazar por &, = cos @ é, +sin@ é,,

debido a esto la integral resultante dara cero. Por consiguiente,

-~ od © 31
E=—2 2 2_5— Y
yy= n]o lp* +d*| 25d(p%)e,
-~ od 1) oo
_ 12 2151 %4
E_Zs{ lp +d|2}oez

Una vez evaluado estos limites se obtiene el campo electrostatico para este caso,

N [0} R
E=5-¢ (A3)

Apéndice B: Desarrollo matematico de la integral (88)

[ee)

() Na
f ef(z)dz=f ef(z)dz+f ef@dz
0

0 Na

Siendo:

N N
-1
f(2) = E{Z(—n“m nal + ) (~1)"z - na|}
r n=0 n=1

Para Na < z < oo el factor f(z) se reduce a,

N
1
) = <z + Z(—l)“Zz) (B1)

Resolviendo la segunda integral de (88) con el factor (B1)



f ef@dz =f elg (Z+Zn 1(-1)"2z) dz
Na Na

Expandiendo ¥N_,(-1)"2z = (-1 + (-1)N)z

f ef(z)dz=f elf( Dtz dz = le, (— 1)Nel€( Dtz :Io
Na Na a

Esta integral divergiraamenosque Il = [ (—1DN, 171 = 71 (=1)N
o0 —Na
f e/Ddz = le,e ler
Na

Ahora para el limite ka < z < (k + 1)a el factor f(z) se reduce a,

f(z) = —(( Dkz + Z (- 1)n2na)

n=k+1

Introduciendo (B3) en (88) para resolver la primera integral:

(k+1)a

f ef@dz = Zf el_g (—DXz+EN ey (DT 2na)d
0 ka

Na ( 1) 2
f ef(z)dz = [lgr Z( 1)kelg 2n k1 (D" 2na
0

Limite superior (k + 1)a y limite inferior ka

N-1

(k+ 1Da
ka

Na -1 n —(-1Kka —(-1ka
] /D dz = Zer(—l)keEmk“(‘” AT Ter [1 —e B l
0 —

Expandiendo la exponencial,

oo Dheir (CDM2na | e Ga(- D )N k2 ) k-2 DY)

La expresion cambia a,
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(B2)

(B3)
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N-1 Kk k
Na —(=1)%ka —(=D%a
f ef(z)dz _ le z :( 1)k ls{ a((— 1)k+( DN (- 1)kk 2(— 1)NN)} Ie, [1 _e I ]
0

Simplificando términos,

—(-D¥
J. ef@Ddz = g, Z( 1)1(912{ (D*-3DN-a-DNN} ll —e l&r al
0

Teniendo en cuenta que: 2 sinh (’z—C) =ez2(1l—e7%)

—a(-1)N/1+2N —1)k
j ef@dz = 21e, Z( ke ler T 2 )sinh<( )a)
0

2le,
Pero
N-1
(—Dka a
_1\K s — .
Z( 1) smh< 2le, Nsmh(zzgr)
k=0

-(-D)N(1+2N)a

Na a
f ef@dz = 2le,Ne 2l& sinh( >
B 2le,

Recordandoque L =L (—DN, 171 = 71 (=1)N

Na —(1+2N)a a
f efDdz = 21, Ne  2ler sinh( ) (B4)
0 2le,
Resueltas las integrales de (88) se tiene que:
© —Na -(1+2N)a a
f e/@dz = le,eler + 2lg,Ne 2l&r sinh (218 > (B5)
0 r
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Apéndice C: Calculo del campo magnetostatico producido por una placa infinita de

corriente en presencia de un material

Una placa infinita de corriente en el plano z = 0, con una corriente superficial K = ké,

como se muestra en la siguiente figura 22,

Figura 22. Placa infinita con una densidad de corriente superficial.

Con el fin de obtener el campo magnetostatico se aplica la ley circuital de Ampere a la
trayectoria rectangular cerrada (trayectoria amperiana) de forma que:

jéﬁ cdl = plp, = pké, (C1)
Con el fin de evaluar esta integral, es preciso supone gue la placa infinita se compone de
filamentos; como se evidencia en la figura 23, donde el dB arriba o debajo de la placa es
producto de estas corrientes filamentosas, y por ende el dB resultante solo posee la

componente é,. A causa de la infinita extension de la placa, ésta puede concebirse

compuesta por tales pares filamentosos, de manera que:

_ Byé ara z<0
B {pr

- —Byé, para z>0 (€2)
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Figura 23. Par simétrico de filamentos de corriente con corriente a lo largo de é, .

Siendo B, el campo por determinar. La integral de linea en (C1) evaluada a lo largo de la

trayectoria en la figura 24 da como resultado:

Z
A

B0 . .
}f‘ k = kx

Figura 24. Vista lateral de la figura 22.

L 2 3 4 1
fB-dl=<.[B-dl+JB-dl+JB-dl+fB-dl>
1 2 3 4

f B-dl = 0(=b) + (=By)(=1) + 0(b) + By (1)

fﬁ-dizwoz
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By = 7ex (C3)
De forma vectorial, al sustituir (C3) en (C2):
k
N uz—xéy para z<0
B =
pky 0
—Tey para z >

Apéndice D: Derivacion de la normalizacién en la funcién solucién propia (102)

Normalizando la funcién propia (102) para encontrar la constante C:

fOOILP(Z)IZdZ =1
0

- N
|C|2f exp{% z (—1)“|z—na|}dz —1 (1)
0 n=-N

Empleando,

N 0 N
Z (—D"|z—nal| = Z (—1)"|z — na +Z(—1)nlz—na
n=-N n=-N n=1

Cambiando n por —n en la primera suma de la derecha:

N 0 N
Z (-D"|z—na| = Z (=1)™™|z + na| +Z(—1)“|z—na
n=-N —-n=-N n=1
N N N
Z (-=1D™|z — na| =Z(—1)nlz+na| +Z(—1)“|z—na (D2)
n=—N n=0 n=1

Reemplazando (D2) en (D1) la integral por resolver es:
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J.Naexp[ {EN:( n" |Z+naI+Z( ik Iz—nal}- dz +

n=0 - (D3)

fooexp [T{Z( nH" Iz+na|+Z( 1)"|z —nal;|dz
Na

n=0

e——

De manera que,
co Na [e%)
f ef(z)dz=f ef(z)dz+f e/@dz
0 0 Na

Siendo:

f(z) = —

N N

l'[llr {Z(—l)nlz + nal| + Z(—l)nlz - nal}
n=0 n=1

Para Na < z < oo el factor f(z) se reduce a

N
f(2) = _f r (z + Z(—1)n2z> (D4)

Resolviendo la segunda integral de (D3) con el factor (D4)

© © —py
f ef@dz =f e L
Na Na

Expandiendo Y N_,(=1)"2z = (-1 + (-1)V)z

ZZ) dZ

(00] 0 r L — iy
f ef@dz =f e DYz g, =—(—DNe DNz Iflo
Na Na Uy a

Esta integral divergiraamenosque L = L (=N, L7 = L7 (=N
* L —Nua
J ef@dz=—e"1 (D5)
Na Uy

Ahora para el limite ka < z < (k + 1)a el factor f(z) se reduce a,

f(z)—_ur<( 1)kz + Z (- 1)“2na> (D6)

n=k+1
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Introduciendo (D6) en (D3) para resolver la primera integral,

f of @ dy = Z f
0 ka

" Nzl SISV
J. ef@qz = — — (— 1)k L = YN 1)n2na
0
=0

(k+1)a _
“T(( DRz43N_ (- 1)n2na)dZ

(k+ 1Da
ka

Na - n (—-D¥kyra —(=D*uya
f e/@dz = —Z( 1)k L Do (D202 fll - efl
0

k=0

Expandiendo la exponencial,

e‘frzyzkﬂ(—nnzna e’f{ a((—1)R+ (-1 *N+2(-1)Fk-2(-D)NN)}

La expresion cambia a:

N 1
Na —(- 1) urka —(—DXu,a
j of@Ddy = 2( Dk TGO D 2 DMe-2- M) [1_ o) ]
0

Simplificando términos,

N-1

Na U, —(—1)kura
f e/ @dy = iZ<—1)1<€,,r{%<-1>“—%<—1>“—a<-”'“'} [1 - efl
0 T k=0
. L (x x
Teniendo en cuenta que: 2 sinh (5) =ez2(1—e™%)
Na N-1 - k
f ef(z)dzzz—Z( ke ( 2 sinh D wa
0 - 2L
k=0

Pero
N-1

Z (—DXsinh <—(—12)ZHra> = Nsinh (Mzrf)

k=0




83

Na —(-)N
L (D@ +2N)y,a a
J. ef@dz = 2 Ne 2L sinh( “r)
0 'ur 2L
Recordandoque L = L (=N, L™ = L7 (=N
Na -
L (1+2N)p.a au
f@dz =2—-Ne 2L sinh(—= (D7)
e VA e sin
fo H, (1)
Resueltas las integrales de (D3), se tiene que:
) I -Npa L —(1+2N)u,a a
f f@dz=—e 1" +2-Ne 7 = sinh(o2) (D8)
0 Mr MT 2L

Reemplazando (D8) en (D1) se obtiene la constante de normalizacion para este caso:
1

cl=

L —prNa L —ur(1+2N)a U-aN\2
(— e L +2—Ne 2 sinh ( )) (D9)
Uy Ur 2L

Apéndice E: Materiales superparamagneticos y ferromagnéticos

e Ferromagnetismo
Un material se clasifica o declara como un material ferromagnético [58] si los momentos
magnéticos de los atomos se alinean en paralelo por debajo de la temperatura de Curie.
Este efecto se debe al hecho de que hay una interaccion entre los atomos en estos
materiales, provocando que la energia total del material se reduzca en un orden en
comparacion con una configuracién desordenada. Esta tendencia de los imanes elementales
a alinearse en paralelo resulta en la magnetizacion espontanea de areas mas grandes, las
areas blancas en las cuales los imanes elementales estdn alineados en su mayoria en
paralelo. Esto distingue ferromagnetos de paramagnetos, donde los momentos magnéticos

son generalmente desordenados. Cuando un material ferromagnético se expone a un campo
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magnético externo, las areas blancas magnetizadas opuestas al campo magnético externo
se contraen y, finalmente se voltean; este resultado es una magnetizacion macroscopica
cuyo campo se superpone con el externo para que las lineas de campo aparezcan
organizadas lateralmente en el material. En un campo no-homogéneo, el material
magnetizado se lleva a lugares de mayor intensidad de campo. Los parametros se
comportan de manera similar, pero la alineacion de los momentos magnéticos tiene lugar
exclusivamente debido al campo externo y no adicionalmente por la influencia

paralelizadora de los momentos vecinos; por tanto, el efecto es mucho méas débil.

Los materiales ferromagnéticos tienden a mantener su orden magnético contra influencias
externas, es decir, tienden a conservar el orden magnético generado en el interior, incluso
cuando ya no estan expuestos a un campo magnético. Esta tendencia se llama remanencia

del ferromagnetismo, y es causado por efectos de dos drdenes diferentes de magnitud:

Microscopico: el orden magnético rectificado de los imanes elementales (pongamos por
caso, los espines de los electrones) en orden atémico.
Macroscopico: la disposicion de los distritos de Weiss (denominados “dominios”) en el

orden de micrometros a nandmetros.

Los materiales ferromagnéticos se magnetizan en un campo magnético externo, de modo
que la densidad de flujo magnético aumenta en su interior en comparacion con el espacio
externo y, por tanto, se ordenan en direccion de las intensidades de campo mas altas; el
factor de aumento de la densidad de flujo en comparacién con el espacio vacio se debe a
la permeabilidad magnética (o la susceptibilidad magnética) del material, en ferromagnetos

resulta muy superior a la unidad p, > 1.

e Superparamagnetismo
Es una forma de magnetismo que aparece en pequefias nanoparticulas ferromagnéticas o

ferrimagnéticas [58]. En nanoparticulas suficientemente pequefias, la magnetizacion
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puede cambiar aleatoriamente la direccion bajo la influencia de la temperatura (El tiempo
tipico entre dos vueltas se llama tiempo de relajacion de Néel). En ausencia de un campo
magnético externo, cuando el tiempo utilizado para medir la magnetizacion de las
nanoparticulas es mucho mas largo que el tiempo de relajacion de Néel, su magnetizacion
parece estar en un promedio de cero; de este modo se dice que estan en estado
superparamagnético [57]. En este estado, un campo magnético externo es capaz de
magnetizar las nanoparticulas, de manera similar a un paramagneto. Sin embargo, la

suceptibilidad magnética es mucho mayor que la de los paramagnetos.

Normalmente, cualquier material ferromagnético o ferrimagnético experimenta una
transicion a un estado paramagnético por encima de su temperatura de Curie. El
superparamagnetismo es diferente de esta transicion estandar, ya que ocurre por debajo de
la temperatura de Curie del material. EI superparamagnetismo ocurre en nanoparticulas que
son de dominio Unico, es decir estan compuestas por un solo dominio magnético; en esta
condicion, se considera que la magnetizacion de las nanoparticulas es un solo momento
magnético gigante, suma de todos los momentos magnéticos individuales transportados

por los atomos de la nanoparticula.
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