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En este trabajo se elabora una aproximacion que muestra como los limites entre la mecanica
clasica y la mecanica cuantica pueden estar muy cercanos entre si, en oposicion a los
criterios de autores que aducen lo contrario. Dado que es muy comun encontrar que la fisica
clasica no puede interpretar fendmenos a escalas microscopicas, debido a que los
conceptos, postulados y el aparato matematico de la Mecanica cuantica no es susceptible
de relacionarse completamente, y de manera generalizada, a partir de las formulaciones
adecuadas de la mecénica clasica.

La aproximacion consiste en la elaboracion de un esquema basado en la electrodinamica
clasica, incluida la teoria de la relatividad especial, para el caso de la radiacion libre atrapada
en un volumen de dimensiones finitas, la cual permite evaluar la densidad de la energia
electromagnética almacenada en ese recinto.

El estudio cuantitativo y cualitativo de esta contribucion difiere de las elaboraciones recientes
sobre la explicacion clasica del espectro de radiacion emitido por los cuerpos calientes, en
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que determinamos el factor de escala para estos procesos en términos de parametros
geométricos de la cavidad y de la permitividad del espacio libre. Un aspecto a destacar sobre
este factor de escala, es que el valor tedrico que hemos predicho es del orden de la
constante de Planck; en este sentido, la ultima circunstancia coincide con la apreciacion de
algunos autores de que la misma constante de Planck es un factor de escala y no es una
constante fundamental de la Fisica.

ABSTRACT: (Maximo 250 palabras)

In this work an approximation is elaborated that shows how the limits between classical
mechanics and quantum mechanics can be very close to each other, in opposition to the
criteria of authors who claim the opposite. Given that it is very common to find that classical
physics can not interpret phenomena at microscopic scales, because the concepts,
postulates and the mathematical apparatus of quantum mechanics is not capable of being
completely related, and in a generalized way, from the formulations suitable for classical
mechanics.

The approach consists in the elaboration of a scheme based on classical electrodynamics,
including the theory of special relativity, for the case of free radiation trapped in a volume of
finite dimensions, which allows to evaluate the density of the electromagnetic energy stored
in that enclosure.

The quantitative and qualitative study of this contribution differs from the recent elaborations
on the classical explanation of the radiation spectrum emitted by hot bodies, in which we
determine the scale factor for these processes in terms of geometric parameters of the cavity
and the permittivity of the free space. One aspect to note about this scale factor is that the
theoretical value we have predicted is the order of the Planck constant; in this sense, the last
circumstance coincides with the appreciation of some authors that the same Planck constant
is a scale factor and is not a fundamental constant of Physics.
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Resumen

En este trabajo se elabora una aproximacion que muestra como los limites entre la mecénica
clasica y la mecénica cuantica pueden estar muy cercanos entre si, en oposicion a los criterios de
autores que aducen lo contrario [1,2]. Dado que es muy comun encontrar que la fisica clasica no
puede interpretar fendmenos a escalas microscépicas, debido a que los conceptos, postulados y el
aparato matematico de la Mecénica cuéntica no es susceptible de relacionarse completamente, y

de manera generalizada, a partir de las formulaciones adecuadas de la mecénica clasica.

La aproximacion consiste en la elaboracion de un esquema basado en la electrodindmica clasica,
incluida la teoria de la relatividad especial, para el caso de la radiacion libre atrapada en un
volumen de dimensiones finitas, la cual permite evaluar la densidad de la energia
electromagnética almacenada en ese recinto. La aplicacién de la Electrodindmica clasica, las
ecuaciones de Maxwell para los campos eléctrico y magnético dentro del volumen, conduce

inicialmente a una expresion para la energia electromagnética.

El estudio cuantitativo y cualitativo de esta contribucion difiere de las elaboraciones recientes
[3], sobre la explicacién clasica del espectro de radiacion emitido por los cuerpos calientes, en
que determinamos el factor de escala para estos procesos en términos de parametros geométricos
de la cavidad y de la permitividad del espacio libre. Un aspecto a destacar sobre este factor de
escala, es que el valor tedrico que hemos predicho es del orden de la constante de Planck; en este
sentido, la ultima circunstancia coincide con la apreciacion de algunos autores de que la misma

constante de Planck es un factor de escala y no es una constante fundamental de la Fisica [4]

Palabras clave: Limites clasicos y cuanticos, Radiacion Libre, Electrodinamica clasica, Factor

de Escala, Densidad de Energia Electromagnética, Constante de Planck, Cavidad Finita.
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Abstract

This paper develops an approach that shows how the limits between classical mechanics and
guantum mechanics can be very close to each other, in opposition to the criteria of authors that
adduce the opposite [1,2]. Since it is very common to find that classical physics cannot interpret
phenomena at microscopic scales, due to the concepts, principles and mathematical apparatus of
qguantum mechanics is not likely to engage fully, and generally, from suitable formulations of
classical mechanics.

The approach consists in the development of a scheme based on the classical electrodynamics,
including the theory of special relativity, for the case of free radiation trapped in a volume of
finite dimensions, which allows to evaluate the density of the electromagnetic energy stored in
that enclosure. The application of classical electrodynamics, Maxwell's equations for the electric
and magnetic fields within the volume, initially leads to an expression for the electromagnetic
energy.

The quantitative and qualitative study of this contribution differs from recent elaborations [3], on
the classic explanation of the radiation spectrum emitted by hot bodies, in which we determine
the scale factor for these processes in terms of geometrical parameters of the cavity and the
permittivity of the free space. An aspect to highlighted on this scale factor, is that the theoretical
value we have predicted is the order of the Planck’s constant; in this sense, the last circumstance
coincides with the appreciation of some authors that the same Planck’s constant is a scale factor
and is not a fundamental constant of Physics [4].

Keywords: classical and quantum limits, Free Radiation, Classical Electrodynamics, scale factor,

electromagnetic energy density, Planck’s constant, finite cavity.
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1 Introduccion

A principios del siglo XX, con el advenimiento de la Fisica Moderna [5] se postuld la
cuantizacion de la energia electromagnética, pero no fue reconocida hasta la formulacion de la
Teoria de Dirac en 1928 cuando se sugirié que el campo electromagnético puede ser cuantizado
[6], tratando las variables canonicas [7] como operadores que obedecen relaciones de
conmutacion implementadas a partir del principio de correspondencia. Con estos descubrimientos
surgen las diferentes analogias en las cuales se muestran como los limites entre el mundo
cuantico y clasico [8] estan mas cercanos de lo que parece. Prueba de ello en [9] la constante de
Planck se describe desde un enfoque moderno como una constante ausente, o como la denomina
el autor en su investigacion esta constante es inobservable, excepto como un parametro de la
convencion humana. A pesar de la larga referencia al experimento, la revision muestra que la
constante de Planck no puede obtenerse a partir de los datos de Ryberg, Davisson y Germer,

Compton, o la utilizada por el mismo Planck.

En el nuevo enfoque, la constante de Planck esta vinculada a las convenciones macroscépicas de
origen newtoniano, que son prescindibles. La precision de otras constantes fundamentales se
mejora sustancialmente al eliminar la constante de Planck. La masa de los electrones se
determina con mas precision al igual que la carga eléctrica. La mejora en el valor experimental de
la constante de estructura fina permite que se comparen nuevos tipos de experimentos para

encontrar “nueva fisica”.

Por otro lado en la referencia [10] los autores hacen un analisis del problema del cuerpo negro,
realizando una expansién en serie del campo electromagnético en términos de modos TE, TM en
una cavidad metalica con pequefias perdidas, que lleva al desarrollo de los campos
electromagnéticos en un conjunto completo de funciones ortonormales. La expansion realizada
estd basada en la teoria de acople fuerte, manteniendo el espacio y el tiempo juntos, lo que les
permite modelar la evolucion del cuerpo negro hacia el equilibrio térmico. Alcanzar el equilibrio
térmico con un analisis de guia de ondas multimodal tiene en cuenta el acoplamiento entre

modos, ademas de la absorcion y la emision de radiacion. Las propiedades de los modos, como el

10
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ensanchamiento espectral, las pérdidas y la vida media, se vuelven progresivamente
independientes de la frecuencia y ello explica cémo es posible el equilibrio en cavidades

metalicas de conductores.

De acuerdo con lo expresado por los autores en las referencias compiladas hasta acé, es posible
expresar que los limites entre la fisica clasica y la cuantica esta méas cercanos de lo que parece y
lo que se pudo vislumbrar con esta indagacion, es que podemos evaluar la constante de escala
en la radiacion del cuerpo a partir de la Electrodindmica Cléasica, sin adicionar condiciones de
cuantizacion de la energia y, sin tomar en cuenta los valores de la contante de escala dados por

los estudios experimentales de las fuerzas de Casimir.

Inicialmente para verificar la idea de “discretizacion™ clasica para la densidad de energia se
considera el campo electromagnético dentro de una cavidad finita, sin materia en su interior,
usando las ecuaciones de Maxwell. Los campos eléctrico y magnético se pueden asociar a través
de la relacion, B? = gyuoE? [11] la cual simplifica la forma de la densidad de energia en
términos de un solo campo y considerando soluciones de onda plana que muestran consistencia
con las ecuaciones de Maxwell y forman un conjunto infinito de amplitudes con coordenadas y
momentos generalizados. De manera similar Dirac obtuvo la cuantizacion de la energia,
“cuantizando” los campos eléctricos y magnéticos, en el problema del oscilador arménico,
transformando las coordenadas y momentos generalizados descritos previamente y demostrando

que la energia de los campos electromagnéticos satisface los desarrollos de la mecénica cuantica.

Es importante volver a recalcar que nuestro estudio estd basado solo en la Electrodinamica
Clasica, incluyendo la Teoria Especial de la Relatividad que no habia sido ain desarrollada
cuando elaboraron los trabajos pioneros de Rayleigh-Jeans y de Planck sobre la emision de la

radiacion por los cuerpos calientes.

Un punto de congruencia en la primera parte de este estudio, a manera de referente, es que
destacamos la importancia de las soluciones de las ecuaciones de Maxwell en términos de los
armonicos esfericos, ya que por ejemplo su andlisis en otros contextos ligeramente diferentes
muestra su preponderancia en [12] donde los armonicos esféricos estan relacionados con las

anisotropias del fondo cdsmico, perspectiva que se expresa en la siguiente ecuacion

11



TRABAJO DE GRADO: JONATHAN TAPIA GARZON 12

6T

? = Z aannm(H’ (P)

nm

Donde T es la temperatura, los términos Yy, (0, ¢) corresponden a los arménicos esféricos y los
a,m Se denominan como multipolos de las anisotropias de la RFC (Radiacién del fondo
cdsmico), que tienen como objetivo determinar cudl es el espectro de potencias que se genera en
la RFC. Ademas, de la anterior ecuacion, si se expanden los términos de Yy, Se encuentra que
existe monopolo (n = 0) correspondendiente a la temperatura de cuerpo negro de la RFC
(Radiacién cosmica de fondo). El dipolo (n = 1) se interpreta como el resultado del efecto
Doppler relativista causado por el movimiento relativo entre el sistema solar y el campo de
radiacion del cuerpo negro de la RFC. Los multiplos n > 2 representan la anisotropia intrinseca
de la RFC.

En este estudio determinamos inicialmente una expresion de la energia electromagnética
contenida en un volumen finito sin adicionar condiciones de cuantizacién , en contraparte a la
expresion de la mecénica cuantica, para el caso del oscilador armonico cuéntico, en cuyo Gltimo
caso el valor del nimero cuéntico n indica que la energia esta distribuida por niveles como se
muestra en la figura 1 [13]; sin embargo, a través de un modelo clasico es posible poder
explicarlo con otro tipo de parametros y procedimientos . Teniendo en cuenta lo anterior también
se indago que existen indicios de cuantizacién con un método diferente al planteado por la éptica
cuantica; en este caso, usamos procedimientos de la fisica-matematica, como soluciones a las
ecuaciones de Maxwell en forma diferencial, soluciones a las ecuaciones de Helmholtz y Bessel,
los arménicos esféricos, mostrando que los limites entre la fisica clasica y la cuéntica estan muy

cercanos entre si.

Ademas a este trabajo se incorpora en la ley de radiacion de Planck, derivado de la
electrodinamica clasica relativista y con energia de radiacion del punto cero, un parametro de
escala que se asocia con caracteristicas geométricas y electromagnéticas de la radiacion
contenidos en una caja finita de volumen V. Este parametro de escala esta asociado a mediciones

experimentales de las fuerzas de Casimir, de tal manera que la estructura de la ley de Planck

12
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difiere de la que generalmente se presenta en la literatura en términos de la constante reducida de
Planck r.

Figura 1: Niveles de energia del Oscilador Arménico

Nota Fuente: De La Pefia, L. (2006). Introduccién a la Mecénica Cuéntica. (p 339).

El informe de este trabajo se organizo de la siguiente manera, en la seccion 2 se da a conocer el
planteamiento del problema con su evolucion desde el siglo anterior a nuestra época actual,
ademas del enunciado del problema. Seguidamente en la seccidén 3 se muestran los antecedentes
gue mas influyeron en el estudio que fueron realizados por diferentes autores. En la seccion 4,5y

6 se muestra la justificacion, los objetivos propuestos y el marco tedrico respectivamente.

La seccion 7 contiene la parte central de nuestro trabajo, En la primera parte se presenta una
sintesis de Rayleigh-Jeans y espectros de radiacion de Planck. La segunda parte contiene la
radiacion termodindmica de modo normal y una derivacion del espectro de Planck usando la
fisica clasica que se incluye en la radiacion clasica de punto cero. En la tercera parte, se presenta
el desarrollo més importante de este trabajo, el cual contiene una nueva version del espectro de
radiacion térmica de Planck que implica la radiacién clasica de punto cero, y la inclusién del
parametro de escala. En la cuarta seccion se ilustra algunos ejemplos especificos de sistemas
fisicos a los que se aplica la ley de radiacion de Planck obtenida y se determina el valor del

parametro de escala para cada uno de ellos.
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Presentamos también, en la seccion 8, una evaluacion del pardmetro de escala para diferentes
sistemas radiantes modelados como cuerpo negro, tomando valores experimentales tipicos de los
campos eléctrico y magnéticos generados en la cercania de estos radiadores [14, 15]. En la parte

final del capitulo presentamos un andlisis de los resultados y las conclusiones.

2 Planteamiento del problema

Es conocido que la Mecanica Clasica muestras falencias, evidenciadas por pruebas
experimentales, en aquellas circunstancias en donde prevalece la Mecénica Cuantica. La
Mecénica clasica es determinista y se fundamenta en leyes y principios fundamentados en que es
posible encontrar las cantidades dindmicas con toda la precision en cualquier instante;
opuestamente, la Mecéanica Cuantica se basa en postulados consistentes con la naturaleza

indeterminista impuesta por el ineludible principio de incertidumbre de Heisenberg [16].

Desde la perspectiva del aparato matematico de la Mecéanica Cuantica plagado de operadores y de
funciones de onda, que son instrumentos de medicion y calculos de probabilidades [17], no se
vislumbra un acercamiento con la Mecéanica Clésica dado que esta Ultima, en la formulacion
Newtoniana, opera con cantidades dindmicas que obedecen reglas sencillas basadas en el calculo

diferencia e integral.

Existe el denominado principio de correspondencia, y el teorema de Ehrenfest, que proporcionan
una region limite entre la Mecanica Cuantica y la Mecéanica Clasica [18], pero no tiene la
propiedad de ser universal en su aplicacion dado que son muy pocos los sistemas a los que se le
puede aplicar esta correspondencia. Por ejemplo, en la Teoria de Dirac planteada en 1928 se
sugiere que el campo electromagnético puede ser cuantizado, tratando las variables canoénicas
clasicas como operadores que obedecen relaciones de conmutacién [19] implementadas a partir

del principio de correspondencia [20].

Primeramente se considera el campo electromagnético dentro de una cavidad finita, atrapada
como radiacion, sin materia en su interior, y haciendo uso de las ecuaciones de Maxwell se

evalla la energia del campo electromagnético en el interior de la cavidad. Los campos eléctrico y
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magnético pueden reinterpretarse a partir del potencial escalar y vectorial, una simplificacion se
puede lograr al considerar solo el potencial vectorial para soluciones de ondas planas que
muestran consistencia con las ecuaciones de Maxwell y forman un conjunto infinito de

amplitudes con coordenadas y momentos generalizados [21].

Aunque se tengan diferencias entre las formulaciones de la Mecanica Clasica y la Mecanica
Cuantica, en cuanto a los aparatos matematicos y condiciones de validez, a nivel general debera
existir una region de confluencia en donde los fendmenos macroscopicos y microscopicos
coincidan de tal forma que las dos teorias operan exitosamente de manera distinta. Vamos a
desarrollar nuestra aproximacion con la esperanza de que esos limites no se encuentren tan
lejanamente separados y que se pueda vislumbrar una region mas accesible; bajo estas premisas,
queremos mostrar que en el caso de un tratamiento clasico del campo de radiacion se pueden

evidenciar vestigios de cuantizacion sin recurrir a la hipotesis de Planck [22].

La Electrodindmica Clasica, parte inherente de la Mecanica Clasica, tiene ingredientes especiales
que nos permiten tomarla como referente para la elaboraciéon de la aproximacion: Primero, la
naturaleza ondulatoria de la radiacion predicha por Maxwell nos acerca mas a la formulacion
ondulatoria de Schrddinger de la Mecanica Cuantica y segundo su consistencia con la Teoria
Especial de la Relatividad hace mas plausible seguir ese camino. Por Gltimo, la simplificacién de
usar los potenciales escalar y vectorial, asociados a los campos eléctrico y magnético de la

radiacion libre, facilita el tratamiento matematico de la aproximacion.

A partir del analisis anterior, se ha evidenciado la posibilidad de encontrar que la electrodinamica

clasica puede contribuir en el desarrollo de importantes resultados de la mecanica cuéntica.

2.1 Sistematizacion del Problema
En esta parte del trabajo se muestran las opciones que se tuvieron en cuenta como pregunta de

investigacion, para posteriormente escoger una de estas.

¢ Es posible describir la emision de radiacion por una cavidad finita, y sin materia, en términos de

propiedades clasicas solamente?
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¢Podemos usando solo la Teoria Electromagnética Clasica inferir indicios de discretizacion de
esa energia radiada por el recinto finito?
¢Se pueden encontrar pardmetros introducidos en la formulacién del problema cuantico

equivalente que muestren una conexion con la solucion clésica de la electrodinamica clasica?

2.2 Enunciacion del Problema
¢Es posible describir el espectro de la radiacion emitida por una cavidad finita usando solamente

la Electrodindmica Cléasica?

3 Antecedentes

En general, las investigaciones en fisica tedrica y en tematicas similares a este trabajo de grado
son muy escazas en paises como Colombia; por lo tanto, para la elaboracién de este estudio
hemos consultado articulos de investigacion publicados en revistas internacionales las cuales se

han referenciado a lo largo de este trabajo.

El autor en [23] propone que la ley de radiacion de Planck puede ser explicada desde el espectro
de radiacién del cuerpo negro sin el formalismo de la teoria cuéntica, ademas formula hip6tesis
muy importantes; en la primera introduce la existencia de la energia del punto cero para la
radiacion electromagnética fluctuante homogénea con un espectro invariante de Lorentz; en la

segunda demuestra que la electrodindmica clésica es valida para un dipolo oscilante.

Meses mas tarde el mismo autor [24], basado en la termodindmica estadistica clasica en
presencia de radiacion electromagnética, reformula lo anteriormente planteado en su
contribucion. Describid los fendmenos clasicos de forma natural, que originalmente llevaron a la
introduccidn de la idea de los cuantos. Para ello se debe cumplir la condicion de que el gas ideal
clasico tradicional no existe en principio para particulas de masa finita que tienen interacciones
electromagnéticas, y por lo tanto, las pruebas clésicas de equiparticion de energia son todas
erroneas. Ademas, encontré que un tratamiento sistematicamente clasico de la radiacion térmica
podria llevar a la introduccion natural de la radiacion fluctuante independiente de la temperatura

en el universo, ademas, que el espectro de esta radiacién electromagnética del punto cero se
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puede obtener a partir de los argumentos a favor de la ley de desplazamiento de Wien o del
requisito de la invariancia de Lorentz del espectro de radiacion.

Los dos articulos anteriores, muestran las importantes relaciones que existen entre la
electrodindmica clésica y la termodindmica, a partir de la invariancia de Lorentz y del espectro
de radiacion de temperatura cero, que se utiliza para derivar el espectro de la densidad de energia
electromagnética del punto cero, encontrando que es lineal con la frecuencia, 122 h®w por modo
normal; ademas, hay que tener en cuenta que el parametro encontrado por el autor lo asimila a la

constante de Planck a partir de los resultados experimentales de las fuerzas de Casimir.

En el referencia [25] el autor presenta una nueva teoria denominada electrodindmica estocastica,
que es una Electrodindmica Cléasica que incluye las ecuaciones de Newton para el movimiento
de particulas debido a la fuerza de Lorentz, y las ecuaciones de Maxwell para los campos
electromagnéticos con particulas puntuales como fuentes. La teoria se aparta de la
Electrodindmica de Lorentz, en que adopta una nueva condicién limite en las ecuaciones de
Maxwell. Con esto se refiere a una condicién de frontera homogénea que implica radiacion
electromagnética clasica aleatoria con un espectro invariante de Lorentz, la radiacion
electromagnética clasica del punto cero. La escala del espectro de radiacion aleatoria se establece
mediante la constante 7 de Planck. En el limite A—0, la teoria de la electrodindmica estocéstica

se convierte en la Electrodindmica de Lorentz.

Por lo tanto, la electrodinamica estocéstica se encuentra entre dos teorias bien conocidas: la
Electrodindmica Clasica con h=0, por un lado, y la electrodindmica cuantica, con sus operadores
y funciones de onda. El articulo analiza el papel de las condiciones limite en la electrodinamica
clasica, la motivacion para elegir una nueva condicion limite que impligue la radiacion clésica del
punto cero y el supuesto caracter aleatorio de la radiacion. También se resumen las implicaciones
de la teoria de la electrodindmica estocastica, incluida la deteccion de radiacion de punto cero, el
calculo de las fuerzas de van der Waals y el cambio de ideas en la termodindmica estadistica.

En esta contribucion el nuevo analisis de los limites de validez de la teoria electrodinamica

clasica, permite obtener datos importantes para comprender las diferencias y similitudes entre las
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dos teorias mencionadas, ademas del papel fundamental en el que la constante de Planck puede

influir en ambas y su importancia en la energia del punto cero.

En cuanto a la referencia [26] el trabajo se desarrolla desde el anterior articulo, ya que se calcula
la dispersion de la radiacion electromagnética clésica aleatoria, con un oscilador de dipolo
eléctrico no relativista y no lineal puramente dentro de la fisica clasica, utilizando una expansion
perturbativa de segundo orden en la constante de acoplamiento no lineal. Con ello muestra que
el espectro de radiacion de Rayleigh-Jeans es una distribucion de equilibrio en presencia del
oscilador no lineal, mientras que los espectros de radiacion aleatorios dados por la ley de Planck
o0 por la radiacion de punto cero no son distribuciones de equilibrio, sino que estan alterados por

la dispersion del oscilador.

Como se ha enunciado en los anteriores articulos, y ahora en [27] , una derivacion estrechamente
argumentada del espectro de Planck para la radiacion del cuerpo negro se presenta dentro de la
electrodinamica clasica con radiacién electromagnética clésica de punto cero; de igual manera,
este articulo muestra que la presencia de radiacion clasica estocéastica es independiente de la
temperatura e invalida las ideas de la mecénica estadistica clésica tradicional, que se vuelven
validas solo en el limite de baja frecuencia o alta temperatura, donde conducen a la ley de

Rayleigh-Jeans para el espectro térmico.

El supuesto de la invariancia de Lorentz para la radiacion del punto cero determina la parte de
alta frecuencia del espectro de radiacion aleatorio clasico. El problema del cuerpo negro de la
fisica clasica con la radiacion de punto cero clasicos como se considera aqui es la derivacion de
una férmula de interpolacion entre estos limites de alta y baja frecuencia. Aqui aprovechamos el
sorprendente comportamiento diamagnético de una carga puntual clasica libre en la radiacion del
punto cero. Este comportamiento diamagnético se compara con el comportamiento
paramagnético de un rotor de dipolo magnético de gran momento de inercia, que se deriva de la
forma de baja frecuencia del espectro de radiacion. Si uno requiere la condicion natural simple de
que el comportamiento diamagnético en funcion de la temperatura debe diferir solo en el signo

del momento magnético del comportamiento paramagnético en funcion de la temperatura,
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entonces uno se dirige exclusivamente al espectro de Planck, incluida la radiacion de punto cero,

como el espectro de equilibrio para la radiacion aleatoria clasica.

En [28] las funciones de correlacion de dos puntos de los campos de radiacion electromagnéticos
cléasicos del punto cero se evallan en notacion de cuadrivector. Las expresiones covariantes de
Lorentz manifiestan su invariante bajo las reglas de transcripcion y bajo las transformaciones
conformes de Bateman y Cunningham [29]. Como previo al trabajo electromagnético, se
obtienen resultados analogos para un campo clésico escalar estocastico gaussiano con un espectro

invariante de Lorentz.

Para [30] el autor presenta un analisis termodinamico del oscilador arménico. La motivacion es
proporcionada por el espectro de radiacion del cuerpo negro, porque los modos de radiacion
toman la forma del oscilador armonico. Ademas, el comportamiento de un oscilador armonico
térmico en un cambio cuasi estatico de la frecuencia w muestra que las funciones termodinamicas
pueden derivarse de una sola funcién de w/T, analoga al teorema de desplazamiento de Wien.
Los limites de alta y baja frecuencia producen formas asintéticas que involucran solo la
temperatura T o solo la frecuencia w, correspondientes a la equiparticion de energia y a la energia
del punto cero respectivamente, sugiriendo una interpolacion natural entre las formas limitantes.
El espectro de Planck con energia del punto cero corresponde a la funcién que satisface el
resultado del desplazamiento de Wien, que proporciona la interpolacién mas baja posible entre la
equiparticién de energia a baja frecuencia y la energia de punto cero a alta frecuencia.

Por otro lado los articulos [31] y [32] se complementan, ya que, muestran como los limites de la
fisica clasica y cuéntica histéricamente han generado debates entre algunos fisicos importantes,
en este caso Paul Dirac y Werner Heisenberg sobre la naturaleza de estas ramas de la fisica;
ademas, es bien sabido que Niels Bohr insistio en la necesidad de los conceptos cléasicos a partir

de fendmenos cuanticos.

Las contribuciones de Rayleigh-Jeans [33, 34] y Planck [35] para elucidar la naturaleza de la
radiacion emitida por los cuerpos calientes se elaboré antes del afio 1900, un tiempo en el que la
teoria de la relatividad no habia sido formulada; [36] lo anterior indica que esta ley de radiacion

clasica, y su version cuantica en términos de la constante de Planck, no contiene explicitamente la
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geometria del espacio-tiempo de la teoria especial de la relatividad [37]. La energia del punto
cero para la radiacion se incluye en la teoria del campo cuéntico [38, 39, 40, 41, 42] sin embargo,
esta energia de punto cero también surge en la electrodinamica clasica relativista y es
determinante en dar una explicacion de las fuerzas de Casimir, las fuerzas de van der Waals, los
calores especificos y otras explicaciones de los fendmenos aparentemente perteneciente a la
mecénica cuéntica [43, 44, 45]. Hay derivaciones del espectro de radiacién térmica que conducen
a la ley de Planck, con energia de punto cero clasicos, y que no tienen en cuenta los supuestos de
cuantificacion de la energia. Lo anterior indicaria que la radiacion emitida por los cuerpos
calientes se produce en un contexto clasico, pero con la incorporacion de la teoria de la
relatividad en la formulacion de la electrodinamica clésica y la teoria de campos clésicos
relativistas. En referencia a la constante de Planck la comunidad cientifica, descarta su uso

como una constante universal y puede aparecer en varios contextos [46, 47, 48, 49].

4 Justificacion

Hacia finales del siglo XIX los fenémenos naturales podian describirse mediante las leyes de
newton, los principios de la termodinamica y las leyes del electromagnetismo, que mostraban la
descripcion de un universo basado en los principios clasicos. Esto panorama cambiaria a inicios
del siglo XX con el advenimiento la fisica moderna, la teoria de la relatividad especial y la fisica
cuéntica, ya que, el estudio del movimiento de las particulas a velocidades comparables a la de la
luz y las investigaciones del mundo microscépico de los atomos, electrones, protones y otras

particulas impulso al desarrollo de estos nuevos campos de la fisica.

En 1900 Max Planck, lanza su audaz idea de explicar el espectro del cuerpo negro suponiendo
que los osciladores en las paredes de la cavidad emiten radiacion en forma discreta, asociando
una constante fundamental denominada “Constante de Planck” usada para calcular la energia en
paquetes, mas adelante establece que ésta energia se radia en unidades pequefias llamadas
cuantos y ademas relaciona que la energia de cada cuanto es igual a la frecuencia de la radiacion
multiplicada por la constante de Planck. A partir de lo anterior se fueron construyendo las bases
tedricas de la fisica cuantica surgiendo importantes principios y postulados que posteriormente

ayudarian a Dirac a construir una teoria mucho mas solida que las descritas en la fisica clasica.
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A partir de lo anterior, los limites entre la fisica clasica y cuantica se han alejado cada vez mas,
en donde las leyes del electromagnetismo ahora difieren sustancialmente de los postulados de la
mecénica cuantica, ya que satisfacen cualquier tipo de transformaciones respecto a los operadores
escalera de la fisica cuéntica; posteriormente también hay que tener en cuenta los nuevos
parametros que surgen a partir de estos operadores, que mas adelante contribuyen a solucion del

problema cuantico para encontrar la energia del campo de radiacion libre.

Con el éxito alcanzado por la hipotesis de Planck, para dar una interpretacion del espectro
emitido por los cuerpos calientes, se extendio su aplicacién para dar cuenta de manera brillante
de otros fendmenos que no eran explicados y entendidos por la Mecanica Cléasica: El efecto
fotoeléctrico, la produccion de rayos X, el efecto Compton, produccién y aniquilacion de pares,

los espectros atdbmicos, etc.

Pero si bien, estas extensiones han contribuido al desarrollo de la fisica, también es importante
tener en cuenta lo que hace falta por descubrir, un ejemplo de ello es la posibilidad de que las
leyes de la fisica clasica y cuantica puedan relacionarse en un mismo universo, es por ello que
han surgido importantes analogias que describen algunos parametros clasicos que pueden ser
comparados con los encontrados en la mecéanica cuantica, prueba de ello es la investigacion
propuesta por [50] basada en ideas clasicas del espectro de cuerpo negro de Planck y la
radiacion clasica del punto cero en relacion con la termodinamica; en este estudio realiza dos
derivaciones; la primera describe la existencia de un potencial canénico como una funcion
mondtona, al igual que su derivada; ademas demuestra que a bajas temperaturas puede existir una
energia de punto cero y a altas temperaturas hay equiparticion de la energia. La segunda
derivacion del espectro de Planck se basa en el requisito de que el cambio en la energia libre de
Helmholtz de la radiacion en una caja particionada mantenida a temperatura constante debe ser
minima. Finalmente, el autor muestra una modificacion en la energia de Casimir, respecto al
cambio de la posicion de particion con la caja, que corresponde a la ausencia de energia del punto
cero a una temperatura alta cuando se elige la energia espectral por modo normal. En el espectro
tradicional de Planck, se omite la Energia del punto cero a baja temperatura; por lo tanto, la idea

de energia del punto cero no esta incluida en el espectro tradicional de Planck. Se enfatiza que la
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radiacion térmica estd intimamente conectada con la radiacion del punto cero y la estructura del

espacio-tiempo en la fisica clasica.

Se espera contribuir con esta investigacion con ideas que puedan desarrollar conocimiento nuevo
en fisica tedrica y experimental, teniendo en cuenta que son muy pocos los estudios que se han
propuesto en temas relacionados con este tema. Aungue como demuestran estudios previos,
corroborados por esta investigacion, que el problema de la emision de la radiacion de los cuerpos
calientes se puede explicar en un contexto clasico este cuerpo de conocimientos no han sido
incorporados en los textos de Fisica y muchos de los docentes de los cursos de Fisica siguen

ilustrando estos temas en base al postulado de cuantizacién de la energia de Planck [22].
5 Marco Tedrico

5.1 Radiacion Del Cuerpo Negro

Un cuerpo negro absorbe y emite radiacion perfectamente, es decir no existe ningln rango de
frecuencias dominante. Por lo tanto, la intensidad de la radiacién emitida esta relacionada con la
cantidad de energia en el cuerpo en el equilibrio térmico. La historia del desarrollo de la teoria de
la radiacion del cuerpo negro es muy interesante debido a que ella dio origen al descubrimiento

de la teoria cuéntica [51].

Los primeros estudios experimentales establecieron que la emisividad de un cuerpo negro es una
funcion de la frecuencia y la temperatura. Una medida de la emisividad puede ser la cantidad
p(v,T) que es la densidad de energia radiada por unidad de volumen y por unidad de frecuencia
a una temperatura absoluta T y a una frecuencia v. Los primeros estudios tedricos hicieron uso
de las ecuaciones de Maxwell para el célculo de los modos electromagnéticos y para la
determinacion de la densidad de los modos electromagnéticos de p(v, T). Por ejemplo, Wilhelm

Wien en 1896 uso un modelo simple para deducir que

p(v,T) = av® exp(—pv?) (1)
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Donde «a,f eran constantes. Sin embargo, la ecuacion anterior falla en el rango de las bajas
frecuencias de los datos experimentales. En 1900 Lord Rayleigh publicd un modelo basado en los
modos de las ondas electromagnéticas de una cavidad. Cada modo tenia una frecuencia
particular. Cada modo tiene una frecuencia particular y puede dar o recibir energia de una manera
continua. Usando la teoria electromagnética estandar de una cavidad resonante, con paredes

perfectamente conductoras la siguiente relacion de dispersion puede ser obtenida [52]:

mn 2 mm 2 mn 2 2mv 2
)+ () =) )
Donde a, b, y d son las dimensiones del resonador de la cavidad en las direcciones X, y, y z.

Si por simplicidad se supone que la cavidad es un cubo, a = b = d entonces la ecuacion anterior

puede ser escrita como:

21ma)2

m2+p2+q2=< (3)

Cc

Donde m, p, g son enteros positivos.

Para computar el nimero de modos a la frecuencia v es necesario evaluar los que estan en un

octavo de esfera. El nimero de modos electromagnéticos N(v) pueden ser determinados como

3
NG) = 1§ volumen de la cavidad esferica _ %(4?”) (ZVCan) 4 (vna)3 .
v)>= volumen de un modo - 1x1x1 "3\ ¢ T Q)

Debido al grado de degeneracion de los modos TE y TM el anterior nimero debe ser
multiplicado por 2. De esta manera, el nimero total de modos electromagnéticos por volumen se

encuentra derivando el nimero de modos respecto a la frecuencia

dN(v) _ 8mv?
v 3

(5)

Rayleigh asigné una energia kgzT/2 a cada modo electromagnético, y kgT/2 para la
oscilacion del campo eléctrico, donde kz = 1.38066 J/K es la constante de Boltzmann. De esta

forma, la densidad de energia electromagnética por frecuencia p(v,T) se convierte en:
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dN

o) = ©)
8mv?

PO, T) = —5—ksT ()

La ecuacion (7) es conocida como la distribucion de Rayleigh-Jeans de la radiacion del cuerpo
negro y falla dramaticamente en la parte ultravioleta del espectro (histéricamente denominada

como “la catastrofe ultravioleta”).

En su trabajo de 1900 Planck tomo en cuenta algunos datos experimentales de Heinrich Reubens
y Ferdinand Kurlbaum, como también la formula de Wien y dedujo una expresion que explicaba
todos los datos experimentales disponibles. Su ecuacién hoy es conocida como la ley de

radiacion del cuerpo negro y esta dada por

p(v,T) = C))

Donde h = 6.626x1073*J.s es conocida como la constante de Planck. La ecuacion (8) se
reduce a la formula de Wien para altas frecuencias ( hv/kgT > 1) y ala férmula de Rayleigh-
Jeans para bajas frecuencias ( hv/kgT < 1).

Una vez obtenida su ecuacién, Planck se preocupd por sus bases fisicas. Era dificil argumentar
acerca de la determinacion de la densidad de modos electromagnéticos. De esta forma., el se
concentré en la energia promedio por modo electromagnético. Para esto, Planck realizo la
hipétesis de que la energia electromagnética a la frecuencia v solo podria aparecer como como

un maltiplo de h, lo cual era un cuanto de energia (que después Ilam¢ foton).

5.2 Espectro de Planck con Fisica Clasica y Energia de Punto Cero

Las derivaciones del espectro de Planck incluyendo la energia del punto cero son variadas, en
esta seccion se presenta algunas de estas deducciones, destacando los mas relevantes aspectos

fisicos y los procedimientos matematicos usados.

24



TRABAJO DE GRADO: JONATHAN TAPIA GARZON 25

Estas derivaciones del espectro del cuerpo negro de Planck son dadas en el contexto de la
Mecénica Cléasica e incluyen la energia clésica de la radiacion del punto cero y también ideas de
la Termodinamica. La Termodinamica incluye la primera y la segunda ley, el potencial
Termodindmico, la energia libre de Helmholtz y el teorema de Wien. En el contexto de las
matematicas, la teoria clésica escalar relativista, los marcos acelerados de Rindler y el
comportamiento monétono de las funciones termodinamicas son usados [24, 25, 28, 30, 3]. De
estas referencias bibliograficas presentamos una sintesis de algunas derivaciones del espectro de

radiacion del cuerpo negro en la Fisica Clasica

La primera derivacion del espectro de Planck esta basada en la idea de que el potencial canonico
¢(w/T) es una funcién mondtona [50], y todas sus derivadas también son monétonas, cuando
interpolamos entre la energia del punto cero, a baja temperatura, y la energia de equiparticion a
alta temperatura; el comportamiento monoténico excluye proporcionar un valor preferencial a la
razén w/T. Considerando la termodindmica del oscilador arménico simple, el cual solo tiene las
variables T y w, y toma una forma particularmente simple [39]. En el equilibrio con un bafio
térmico, la energia media del oscilador U =< € > es consistente con la primera ley de la
Termodindmica dQ = dU + dW con la entropia satisfaciendo la ecuacion dS =dQ/T.

Aplicando las leyes de la Termodindmica al oscilador armonico se obtiene el teorema de Wien.
w
U= of (7) ©)

Siendo f (%) una funcion a determinar. La segunda ley de la Termodindmica proporciona una

conexion entre ¢ (w/T) y laenergia libre de Helmholtz, F(w, T), se infiere que

w
F(w,T) = —T¢’ (?) (10)
La energia promedio del oscilador es:

U(T, 0) = —wd’ (%) 11
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¢'(w/T) Es la derivada de ¢(w/T) con respecto a z = w/T , cuando T es muy grande la razén
w/T es pequefia, la energia promedio U del oscilador arménico en la ecuacién (9) viene a ser

independiente de w proporcionado a
¢'(w/T) > —consty X (w/T )71

Asi que
w
U=kgT =<1 (12)

Con esta condicion la radiacion térmica da el limite de Rayleigh-Jeans para alta temperatura o
baja frecuencia.

En el limite a baja temperatura donde la razéon w/T es grande, la dependencia en la temperatura

es eliminada, asi que

w
U = const, X w =>1 (13)

En este punto, cualquier descripcion teorica de la radiacion térmica implica una eleccion, que
debe basarse en la observacion experimental. Si elegimos que const, = 0; a continuacion, este
limite no nos obliga a introducir cualquier constante mas alla de la constante de Boltzmann, para
el limite a alta temperatura de la radiacion térmica. Por otro lado, si elegimos un valor distinto de
cero para esta constante, const, # 0 entonces estamos introduciendo una segunda constante en la
teoria de la radiacion térmica, que tiene dimensiones diferentes de la constante de Boltzmann.
Las unidades de esta nueva constante corresponden a la energia por el tiempo. Ademas, la
eleccion de un valor distinto de cero para esta constante significa que a temperatura T = 0, no es
aleatoria, independiente de la temperatura de la energia presente en el oscilador armonico.

Si este oscilador armdnico tiene interacciones electromagnéticas, debe estar en equilibrio con la
radiacion en el bafio térmico, y radiacién de punto cero, por lo tanto aleatorio debe estar presente
en el sistema. Esta radiacion aleatoria que existe a temperatura T =0 es la radiacion

electromagnética clasica de punto cero.
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Ahora para tomar en cuenta experimentalmente la fuerza de Casimir entre dos placas paralelas
descargadas, sera influida por la radiacion electromagnética clasica de punto cero. La escala de la
radiacion clésica del punto cero debe ser tal que const, = h/2, y para cada modo normal, la

energia promedio es

hw
U(w,0) = - (14)

Cuando se trata de la termodindmica del oscilador armdnico, es conveniente absorber la constante
kg de Boltzmann en la definicion de temperatura y absorber la constante de Planck en la
definicién de frecuencia, por lo tanto, es conveniente escoger las constantes como kg = 1; A = 1.
En esta convencion, las dos constantes se convierten en const; =1y const, =1/2 . En la
revision termodinamica anterior, vemos que la termodindmica del oscilador armonico y, por lo
tanto, del espectro de radiacion del cuerpo negro esta determinada por una funcién desconocida

¢(z) donde z = w/T y tiene los limites asintéticos para su derivada dada por

'@ -> -z z-0 ; ¢@D--1, zow (15)
Integrando

—¢p(z) > Inz z->0 5 —¢(2)~- %/, Z > (16)

En este punto se debe tener en cuenta que para encontrar el potencial adecuado, como minimo, la
nocion de suavidad exige que cualquier funcién de interpolacion ¢ (w/T) = ¢(z) del potencial
candnico del oscilador debe ser monétono al igual que sus derivadas, para ello se va a escoger de
un conjunto de funciones hiperbdlicas las cuales son monétonas, al igual que sus derivadas. En
este caso la funcion sinh(z/2) tiene los limites asintoticos. Donde se debe tener en cuenta la
propiedad trigonométrica 2sinh(z) = e? —e~%; en los limites anteriormente descritos en las

ecuaciones, cuando z — 0; z — oo respectivamente.

. z
¢(z) = —In [2 sinh (E)] (17)
Donde la energia asociada U(w, 0), tiene la siguiente forma:
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exp(w/T) -1

U(w,T) = —wd'(z) = % + (18)

Una segunda derivacion del espectro de Planck usa un sistema de coordenadas acelerado [9], en
el contexto de la teoria del campo escalar relativista la cual incluye la radiacion clésica del punto
cero. Esta teoria escalar clasica de campos es analoga a la teoria electromagnética clasica con

radiacion del punto cero.

La radiacion en una caja puede ser descrita por un conjunto completo de ondas estacionarias con

vectores de onda apropiados k. Usando la teoria escalar estocastica de campos U, por modo

normal es

Uy = —k2[f (ck)]? (19)
k 8

Donde f(ck) es la funcion espectral. La funcion de correlacion de una distribucion general
isotropica de ondas escalares clasicas, para una caja larga los modos normales estan cerradamente

espaciados, es

< ¢(ct,x,y,z)p(ct’,x',y',z") >
1 ® -~ = ,
= mjo dw wf?(w) {sin [(%) ([F=r]=-c-t )]

NV AY e I oy
+ sin [(C>([r r] +c(t t)]} (20)
La funcion de correlacion para la energia del punto cero especificada por
h
U(w,0) =~ (21)

Puede ser determinada a partir de

—hc
c?(t—t)%— (x; —x'1)?]

< d)O(CtJ XY, Z)¢0(Ct,'x,' y,'Z’) >= TI,'[ (22)
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i=1,2,3
S| X; = X,i

—hc

mc2(t —t')2 (23)

< ¢polct,x,y,z)po(ct’,x,y',z) >=

Para t = 0 la transformacion de un sistema de coordenadas (c t, X, Yy, z) a un marco de Rindler (z,

£, Y, 2), en reposo con respecto al sistema inercial, esta dado por
ct =(sinh(n) x={cosh(n) y=y z=z (24)
Las métricas en los dos sistemas de referencia estan relacionados por
ds? = c2dt? — dx? — dy? — dz? = {?dn? — dy? — dz* (25)

De las ecuaciones de transformacion
x2 = (¢ + c3t2) 2 (26)

Con aceleracion en el marco de Rindler a = ¢?/¢ la cual cambia con la coordenada espacial {

resulta divergente en el “horizonte de sucesos”.

La evaluacion de la funcién de dos puntos, en la energia del punto cero, en el marco de Rindler es

—hc
(208" cosh(n — ") = ¢ =% = (v —y)? = (2 — 2')?]

< ¢)R0(77; Z'YJ Z)¢R0(77"5':y1 Z) >= (27)

Donde algunos términos se anulan debidoaque y=vy'y z— 2

Para el mismo punto, pero para dos tiempos diferentes, en el marco de Rindler la funcion de

correlacion es:
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—hca?

[ZCzsenh {(TR(_Z—CT)R’)Q}]Z

< ProM, ¢, ¥, 2)Pro (", ¢, y,2) >= (28)

Por unicidad temporal en la funcidn de correlacion es necesario que la sustitucién sea hecha para
a — a + constante X T Para que las dimensiones de esta constante sean adecuadas, ella debe

ser 2mckg/h , entonces la funcion de correlacion en el espacio de Rindler es

< Bro,.8,y, Dbpo .8,y 7) >= “hela+ Zncks T/R). 29)
e [2cEsen {(rR—rR,xc(zZt)chkBT/h)}r

En el limite cuando la aceleracién de aproxima a cero, la temperatura permanece fija, y el tiempo
propio en el marco de Rindler es igual al tiempo propio en el marco de Minkowsky, entonces las

funciones de correlacién coinciden
(111—13(% < ¢RT(77; Z, y; Z)(I)RT (7],’ {: y! Z) > =< (an(Ctr X, yr Z)(an(Ct,r X’, y" Z’) > (30)
Del lado izquierdo de la ecuacion (30) se obtiene la energia y en el lado derecho es necesario

tomar la transformada de Fourier coseno en [52] y ademas del desarrollo matematico se deben

tener en cuenta dos articulos importantes [3] y [62], de esta forma

U,y = &L B th(hw) 31

@)= 8ner T 2 Ot (D
hw hw

U, T) = — o+ — (32)

exp I:lle_a’;'] -1

Obteniéndose la ley de radiacién de Planck con energia del punto cero.
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6 Objetivos

6.1 Objetivo general

 Estudiar la emision de la radiacion de los cuerpos calientes usando exclusivamente la
Mecanica Clasica y el calculo tedrico de la escala que determina el espectro de

radiacion emitido por un recinto finito.

6.2 Objetivos especificos

e Evaluar energia de la radiacion atrapada en un recinto finito usando la
Electrodinamica Clasica de Maxwell,

« Evidenciar la existencia de indicios de “discretizacion” de la energia del campo de
radiacion en un volumen finito.

« Encontrar el espectro de emisién de radiacion por una cavidad finita y determinar las
caracteristicas del pardmetro de escala que da el espectro en términos de propiedades
fisicas y geométricas del recinto.

« Expresar el punto cero de energia en términos del parametro de escala y evaluar el
valor de este parametro para compararlo con las mediciones experimentales de las

fuerzas de Casimir.
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7. Espectro de Planck de la radiacién del cuerpo negro, energia del punto

ceroy parametro de escala a partir de la Electrodinamica Clasica

En este capitulo se presentan los desarrollos tedricos acerca de la obtencidn del espectro de
radiacion de Planck en el contexto de la Electrodinamica Clasica, incluyendo la teoria especial de
la relatividad y la Teoria cl&sica de campos escalares, y que conforman la parte central del trabajo
de grado.

En las secciones 7.1y 7.2 se elabora una aproximacion clasica para mostrar que los limites entre
la Mecénica Clésica y la mecénica cuantica estan bien cercanos entre si. El sustento tedrico se
fundamenta en considerar una cavidad esférica finita de radio R, como el recinto que aloja la
radiacion electromagnética en su interior a manera de cuerpo negro, dada las caracteristicas de la
simetria esférica del radiador es posible determinar el valor medio de la energia en el marco de
la Teoria Electromagnética y vislumbrar que se muestran indicios de discretizacion de esta

energia a nivel clasico

En la seccion 6.3 presentamos un esquema tedrico para determinar el espectro de Planck de la
radiacion del cuerpo negro, con los agregados de explicitar este espectro en términos de la
energia del punto cero y determinar el parametro de escala, en términos de propiedades eléctrica
0 magnéticas del espacio libre y de la geometria de la cavidad radiante, haciendo uso de la

Electrodindmica Clasica y sin adicionar condiciones de cuantizacién de la energia.

7.1 Evidencias de Discretizacion de la Energia Electromagnética en el Contexto de la
Mecénica Clasica

Para comenzar con el planteamiento es necesario encontrar la densidad de energia

electromagnética en una cavidad radiante de dimensiones finitas. La electrodinamica clasica

muestra que la energia en un recinto de volumen V es
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1 1
U, == f [SOEZ + —BZ] av (33)
2 Ho

Ahora expresando la energia en términos del valor medio para una funcion de probabilidad o

valor esperado para una distribucion continua se tiene que:
E(r,t) =(H) = f (f(r,0))d3r (34)
Donde la funcidn puede ser descrita como la energia electromagnética de la ecuacion (33).
1 1
(H) =—sof(E2)dV +—j(BZ)dV (35)
2 210

Asumiendo que los campo eléctricos y magnéticos se pueden tomar como ondas planas
monocromaticas.
E — Eoei(kf—a)t) (36)

-

B = Boei(%.f—a)t) (37)

En el espacio libre la divergencia del campo eléctrico, y magnético, son nulas haciendo que las

amplitudes también lo sean:

(Ey), = (By), = 0. Los campos eléctrico y magnético son perpendiculares a la direccion de

propagacion, por lo que su aplicacion a la ley de Faraday conduce a

VxE =—k(E), (38)
oB
55 = ©(Box (39)

Igualando las ecuaciones (38) y (39):
By = ZEO (40)

Donde

33



TRABAJO DE GRADO: JONATHAN TAPIA GARZON 34

1 = E , C= ! (41)
c m
Reemplazando en la ecuacion (40)
B? = gyuoE? (42)
De modo que la ecuacion (35) puede expresarse solo en términos del campo eléctrico
(1) = & [(EG O Y (43)

En relacion con lo anterior es necesario reescribir el campo eléctrico como una sumatoria de

modos evaluados sobre el conjunto de nimero de onda y estados de polarizacion k, s.

k ks

Donde E;(7,t) = ¥sE; (P 0) eg

De las ecuaciones (43) y (44)

H) =e Y [ Gofrar @)
ks

Pero para poder escribir la ecuacion (45) es importante subrayar que este campo eléctrico
satisface las ecuaciones de Maxwell. Aplicando rotacional a ambos lados de la ley de Faraday, se

obtiene la ecuacién diferencial:

azEﬁ‘s(?, t) B

ot? (46)

VZE;},S — &olo

Utilizando de nuevo las propiedades del campo eléctrico, como ondas planas monocromaticas, la

ecuacion diferencial queda expresada

34



TRABAJO DE GRADO: JONATHAN TAPIA GARZON 35

V2E; (7, 6) — k2B (7,6) = 0 (47)

Observando la semejanza que tiene la expresion (40) con la ecuacion de Helmholtz, podemos

utilizar el metodo de separacion de variables en coordenadas esféricas para obtener su solucion.

Usando el método de separacion de variable, y suponiendo un recinto de forma esférica que

facilita la solucion para el campo eléctrico, tenemos

E;(r,0,9,t) = R(r) 9(6) B()E(t) (48)

Y el laplaciano en coordenadas esféricas

Vz—i(rzi)+ ! i(sint9i>+#a—2 (49)
~or\' dr/ r2sinf 06 00)  r2sinf2d¢?

Simultdneamente se reemplazan las ecuaciones (48) y (49) en la ecuacion (47). Los términos se

separan y quedan descritos en la forma

%%= r2sin §? |—k? —%%(rzz—f>—m;—e(sin93—z>] (50)
Donde se cumple que:
@(p) = R(r) 9(6) = Cte (51)
Entonces la ecuacion (50) para @(¢) se reescribe:
%%z—mz - %;%(Z+m2:0 (52)
Y la solucion de esta ecuacion diferencial es:
0(p) = —=eimo (53)
V2
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Continuando con las partes radial y angular utilizando el mismo procedimiento se obtienen las
ecuaciones que en la fisica matematica son conocidas como la ecuacion de Bessel modificada

para la parte radial y la ecuacion asociada de Legendre para la parte angular, respectivamente:

! d(' 9d19> ™ gt ad =0 (54)
sin0do\>"" d0) " sino? w =

1d dR aR

828" 2p 97 _

rzdr(r dr)+k R r2 0 (55)

Es comun que las ecuaciones (54) y (55) se puedan solucionar haciendo respectivos cambios de
variable, utilizando la formula de Leibniz, expandiendo términos y aplicando el método de
frobenius [53] para mostrar que sus respectivas soluciones dependen ahora de los polinomios de
Legendre y funciones de Bessel.

1/2

(—1D)™2l - 2m)! x'=Zm m o
P(x) = nZO 2 —2m) A=) ; 9=P"(x) ; x=cosb (56)
(=)™ xy2mEn
Jn(x) = Z m(z) ; x=kr (57)
m=0

O también se puede mostrar como lo indican en [54]

sin [kr - %] .

o kr —» oo (58)

In (kr) =

Ademas las soluciones de las variables angulares 9(6) @(¢) pueden ser escritas en términos de

los arménicos esféricos [55] y donde se cambial =n

n

1\ .
8O)0(p) = ) ViB.9) == ) Ple™ (59)

m=—n

En donde estos términos son los previamente desarrollados en las ecuaciones (56) y (53).
Entonces el campo eléctrico de la ecuacion (48) ahora puede interpretarse como una interaccion

entre los armoénicos esféricos, las funciones de Bessel y una dependencia temporal.
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Fis(r,0,0,8) = Bo(®Jnkr) > YI'(6,0) (60)

m=—n

Partiendo de la ecuacion (60) desarrollamos el procedimiento que muestra que la energia
electromagnética es modificada de tal forma que pueda inferirse que contiene indicios de

“discretizacion”. Aplicando la norma e integrando sobre el volumen del recinto esférico

:i: Y70, 0)

m=-—n

2

f |Eys(r, 0,0, 0| av = f |Eo (021 (k)2 av 61)

La anterior expresion dependiente de los armonicos esféricos, puede expresarse a partir del
Ilamado teorema de adicién para armonicos esféricos; el cual relaciona los polinomios de

Legendre y los arménicos.

41
2n+1

IR CADEICHS (62)

m=-—n

P,(cosy) =

Donde y es el angulo formado entre dos vectores x y x ' de coordenadas (r,0,¢) y (r,0,¢) ,

respectivamente. Estas definiciones para x y x ' también implican que

7 =sinfcose X +sinfsingy + cosh 2

(63)
7' =sinf' cos @' X + sinO'sinp’'§ + cos ' 2
Aplicando el producto punto entre los dos vectores
(cosy) =77 =sinfsinO' cos(p — ¢') + cos 6 cos 6’ (64)

Ahora es posible probar el teorema de la suma dado que, cosy es funcion de los angulos 6 y ¢,
entonces es posible expandir el término B,(cosy) en funcion de los armonicos esféricos
Y (0, @) de la forma:
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Pcos) = ) Cali(6,0) (65)

m=—-n

Es evidente que la ecuacion (64) es simétricaen (6, ) y (6',¢") entonces el polinomio B,(cosy)

puede expandirse en términos de (6’, ¢")

n
Pcosy) = D Cu (0,0 (66)
m

=-n

Combinando las ecuaciones (65) y (66) y haciendo a,y,,, = C,,C,,,, S€ tiene que:

n n
P,(cosy) = Z Z U, Yot (68", 0" Y (6, ) (67)
m=-nm/=—-n
De la anterior ecuacion aplicando la relacion de simetria cambiando m' = —m
n
P,(cosy) = Z am Yy (0", 9 )Y(6, 9) (68)
m=-n

Y teniendo en cuenta la siguiente propiedad de los arménicos esféricos

"6, 9) = (=D"Y,™(6, 9) (69)

Reemplazando (68) en (69) se obtiene:

n
Pcosy) = D (~Danli (0,00, 0) (70)
m=-n
Suponiendo que y = 0 — cos(y) = 1 ademas para que esto se cumpla se debe tener en cuenta
que en la ecuacion (64) 6 = 0"y ¢ = ¢’ por lo tanto la ecuacién (69) se reescribe:

n
PIRAAICHS
m=-n

2

PR =1= ) (-Dray (7D

m=—-n

Integrando ambos lados de la ecuacion en todos los puntos
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2T T n 2T T
f f sin@ dfdy = Z (-1D)™a,, f f Y, (8, )|?sin 6 dOdg (72)
o Jo o Yo

m=—-n

Resolviendo las respectivas integrales se deduce que:

n
A = Z (-D™a,, (73)
m=-n
Ahora de la ecuacién (70) multiplicando por el conjugado de B,(cosy) en ambos lados de la

ecuacion

Palcos P = D" (“DT el MO0 O,0) D (~DMan YOI O.0)  (74)

m=-—-n m=—-n

Ba(cos 2 = ) (DT el MO0 0, 0) ) (DM am ™ O0,0) K@ 0)  (75)

m=—-n m=—n

Ahora aplicando la propiedad de la ecuacion (69) y teniendo en cuenta la anterior transformacion

m' = —m e integrando en ambos lados de la ecuacion con respecto a los angulos 6,¢ la

ecuacion (75) se reduce a:

n n
[Biospda= 3" N (O aman i@ ORI, 0) [ K60 0,0) 40 (76)

m=-nmi=-n
Luego aplicando la relacién de ortonormalidad

2

4r - ) = meal
= > | ) ) (77)
m=-n m=-n
Integrando de nuevo la ecuacion (77)
41 - )
M1 Z Fm (78)

m=—-n

Ahora reemplazamos la ecuacion (73) en (78)
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_Am (=)™

_ 79
R (79)

Ademés de reemplazar en la ecuaciéon (71) para demostrar el teorema de adicion para los
armonicos esféricos se puede reemplazar en la ecuacién (72) para calcular el valor de

¥ . Y™(6, ¢)|? que aparece previamente en la ecuacion (62).

2

n n
4
— _1)2m m
R e i G Vi IR XD (80)
m=-n m=—-n
Finalmente despejando los arménicos esféricos se tiene
- 2n + 1
n
y;m 2 = 1
> mreer == (81)
m=-n
Remplazando la ecuacién (81) en la ecuacién (61) y simplificando
2 R
[ 1Bt 0.0.0F v = 1B, @+ 1 [ r2UpGenPar ©2)
0

La integral en la ecuacidn (82) puede resolverse explicitamente a partir de la ecuacion (58). La

solucién es

R 2 2 R
for (k) Pdr = = 5 kr >0 83)

Donde k es el nimero de onda y R es el radio del recinto esférico.

Sustituyendo en la ecuacion (82), luego multiplicando ambos lados por ¢, y aplicando el valor

medio

R

K2 (84)

& f (s (0,0, 0 AV = eo{IEo(D)?) @n + 1)

Ahora podemos usar el hecho de que el valor medio de una funcién temporal puede escribirse
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1 t 2 . |EO|2
(IE,(D)]?) = ;f Ey” sin?(wt) dt = (85)
0
Entonces la ecuacién (84) se reduce a
2 ) I\ R
£ f (|BsCr6,0,0 ) av = eglol? (n+35) 32> 86)

El campo eléctrico se identifica como una distribucion discreta de modos, asi escribimos la
sumatoria en ambos lados de la ecuacion y seguidamente se sustituye en la ecuacion (45) para

obtener la funcién Hamiltoniana que corresponde a la densidad de energia electromagnética de la

cavidad
R , 1
(H) = 5z &0lBol? Y (n+3) (87)
ks
R , 1 1 1
() = gzl (s +3) D, (n+3) = (s +3) (8%
k,s

En la ecuacion (88) se observa como la energia electromagnética tiene una forma similar con la
obtenida a partir de la solucion cuéntica del hamiltoniano en el oscilador arménico, pero adn falta
la dependencia de la constante de Planck y la frecuencia para ser un poco mas cercanos, para esto

no es necesario elaborarlo porgue se trata de una aproximacion clasica.

7.2 Ley de Radiacion de Rayleigh-Jeans asociado a los modos

Como se menciono anteriormente, establecer los limites entre la fisica clasica y la cuantica
presenta serias dificultades, pero se ha mostrado que en esta aproximacion clasica, expresada
mediante la ecuacion (88), existe un indicio de “discretizacion” de la energia dado que ella
incluye ny s que es un nimero entero. Todavia falta un paso para obtener la energia del campo
electromagnético para una frecuencia angular especifica (limite monocromatico). Para ello es

necesario contar los modos asociados con la condicion elegida de una sola frecuencia utilizando
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la técnica de Rayleigh-Jeans donde el resultado obtenido es muy satisfactorio. Ademas se asume
que wy = ck, entonces para encontrar los modos asociados al campo eléctrico se utiliza la

ecuacion (47) en 3 dimensiones y en coordenadas cartesianas.

Figura 2: Modos normales dentro de una cavidad esférica finita

Nota Fuente: Richtmyer, F. K. Kennard, E. H. Cooper, J. (1969). Introduction to Modern Physics, (p. 124)

0%Exs  0°Eys  0%Eps 1 0%Eys

9xz | dy? | 0z%  c? Ot? (89)

Para solucionar la ecuacion (89) se tiene en cuenta el método de separacion de variables en

coordenadas cartesianas.
E(x,y,z,t) = X(x)Y(y)Z(2)T(¢) (90)
Reemplazando (89) en (90) y aplicando las segundas derivadas:

1d%X 4 1d?Y 4 1d?*Z _ 1 d?T 91)
Xdx?  Ydy? Z0z2 c2?ot?

Separando cada variable y recordando que f(x) = g(y,zt) = cte, se tiene para cada

componente
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dZ
d—yz—kZY—O
d*Z
@—k3Z:0
d’T
F_C (k1+k2+k3):0

De esto se tiene que existen 3 casos de las soluciones de (92), cuando:

kl,kz,k3>0; kl,kz,k3:0 ; kl,kz,k3<0

43

(92)

(93)

Para los dos primeros casos se obtienen que las soluciones son nulas al aplicar las condiciones de

frontera de Dirichlet, por lo tanto solo se considera el ultimo caso cuando kq, ko, ks < 0.

Entonces la ecuacién (92) se reescribe.

d?X

W-I_le:O

d?y
_kzy = O

d*z

d*T

—+c2(k)=0 ; ks tky+ks; =k

dt?
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Donde las soluciones de cada ecuacién son:

X(x) = AeWWkix 4 Be~iVkix

Y(y) = CeWk2¥ 4 pe-ifka¥

(95)
Z(z) = EeWksz 4 pe~iksz
T(t) = GelcVkt 4 fo—icvkt
Ahora aplicando condiciones de frontera de Dirichlet en cada solucion:
X0)=0; X(L)=0
De la misma manera para Y (y), Z(z), T(t) se obtienen las siguientes soluciones:
. nm nm 2
X(X) = An Sin (TX) ’ k1 = (T) (96)
B . MyT ' _(MaTT\?
YO) = Bysin(=—y) ;i k=(—) (97)
B . M3T ' _(M3TT \?
Z(z) = Cy, sin (Tz) ;o ks = (T ) (98)
~ (2mc w 27
T(t) = G sin (— t) L=l (99)
A c A

Combinando las ecuaciones (96), (97), (98) y (99) en (90).
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E(x,y,z,t) = E,sin (ni—n x) sin (nL_n y) sin (nL_n Z) sin (2% t) (100)

Reemplazando en la ecuacion (91) y aplicando las respectivas derivadas se obtiene

[ ) o) cton

Simplificando la anterior ecuacion:

412

nZ+ni+ni= - (102)

Ahora es necesario evaluar el nimero de modos que pueden cumplir esta condicion, lo que
equivale a contar todas las posibles combinaciones de los valores enteros n. Se puede hacer una
aproximacion tratando el numero de combinaciones como el volumen de una cuadricula
tridimensional como se puede observar en la figura 1 encontrada en el libro [56], donde los
valores de n, forman un "espacio-n". Utilizando la férmula del volumen de una esfera, con los

valores n especificando las coordenadas a lo largo de tres ejes n,,n,,n,.

Teniendo en cuenta que el radio de dicha esfera es R, el volumen sera:

Vn=4?(n1 +nZ+nd)3? R=\/nlz+nzz+n32 (103)
Sin embargo al considerar el radio de la esfera, los valores de n son tanto positivos como
negativos, mientras que en la solucion de la ecuacién de onda, se utilizan solamente los valores
positivos. Por lo tanto hay que tomar 1/8 del volumen anterior. Otro problema es que se pueden
tener ondas polarizadas en dos planos perpendiculares, por lo que es necesario multiplicar por
dos. Luego, se puede tomar el volumen como una medida del nimero de modos, convirtiéndose
en una muy buena aproximacién, cuando el tamafio de la cavidad es mucho mayor que la
longitud de onda, como en el caso de ondas electromagnéticas en una cavidad finita. Utilizando la

relacion obtenida para los valores de n, esto se convierte en
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1\ r4m\ (8L3 8nL?
Vn ~ Nmodos = (2) (g) (?) F = 323 (104)

Lo anterior puede reescribirse como

K3V
Niodos = ﬁ (105)

Luego multiplicando el nimero de modos en ambos lados de (88) se tiene

€o
6m2c

(He) = 2o RUE (mays +3) @ 5 (H) Mo = () (106

(He) = p (mas +5) (107)

Podemos observar que la ecuacion (107) es igual a la expresién de la mecéanica cuéntica, a

excepcion de los parametros de la constante de Planck y el significado de los n,, .

De igual manera se realizan los mismos procedimientos y calculos anteriores, para obtener una
ecuacion similar a la (106), teniendo en cuenta la ecuacion (42) a diferencia que los nuevos

parametros son el campo magnético y la permeabilidad magnética en el vacio.

4

<Hs> =

1
St Bl (nw,s + E) © (108)

(H)=g (le,s + %) W (109)

7.3 Espectro de Planck Relativista para la Radiacion de Campo Escalar, la Radiacion de
Punto Cero Cléasica y Parametro de Escala
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Primero se considera la radiacion electromagnética contenida en una caja esférica de volumen
finito en el espacio libre. Suponiendo que las contribuciones de las partes eléctricas y magnéticas

a la densidad de energia son iguales, en estas circunstancias en unidades Sl

1 2 1 2 2
uzzsoE +2_/,LOB :EOE (110)

Con la ecuacion de movimiento para el campo electromagnético dada por

102¢ 9%¢p 0% 08%¢
c2 0tz 9x% 9y? 0z% 0 (111

Donde ¢ es un campo escalar y de la cual se infiere la densidad Lagrangiana

2 2 2 2
c=al5(G) -3 -G) -G ] 12
Y en consecuencia la energia es:
v=a[[5G0) + (G2) + () + () |w 113)

Los movimientos térmicos aleatorios pueden ser expresados en términos de las oscilaciones de
los modos normales con fases aleatorias entre los modos. EI campo ¢ (ct, x,y,z) expresado en

modos electromagnéticos viene dado por el término de expansién [57]

¢(ct,x,y,2) = Z Z gV(f/k) COS[E. r —kct — G(E)] (114)

m=—oon=—oo [=—0o0

Donde g(ck) es llamada la amplitud de funcién de distribucién por modo. Asi, la energia de la
radiacion térmica en una cavidad puede expresarse como una suma sobre las energias de los
modos normales de oscilacion. Dentro de la fisica clasica la radiacion térmica es tratada como

radiacion electromagnética clasica. Definiendo

g(cE) = (Soh(cE) (115)
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Donde &, es un factor constante extraido de g(ck)

Utilizando las ecuaciones (114) y (115) en la ecuacion (113), la energia U electromagnética es

U=esi ) D > [n(ck)] K2cos[k.7 — ket - 6(K)] (116)
m=—0 n=-0 |=—o0

Ademaés, cada modo de oscilacion tendra una energia dada por
—\q2
Uy = €068k*[h(ck)] (117)

—\ 12
Para que la ecuacion (117) sea dimensionalmente correcta, y dado que el término k2[h(ck)]
tiene unidades de volumen, &2 debe tener dimensiones de campo eléctrico. De esta forma

—\12
Uy = eoEgk?[h(ck)] (118)
En la ecuacion (118) se ha tomado
63 = E§

—\12
Se puede adaptar las unidades en el coeficiente de k2[h(ck)] mediante la extraccion de un

factor constante que tiene unidades de volumen por el tiempo.
Suponiendo que el factor constante es

L4
Yo :?

Donde L es un factor con dimensiones de longitud y c es la velocidad de la luz en el espacio libre.
Asi que,

W] =l f (O] = 2 ()] (119)

La energia por modo adquiere la forma:

L* —\12 —\12 12
U = eoE§ —k?[f(ck)] = Bk?[f(ck)] = Kk*[F(ck)] (120)

—\q2
Cuando se ha insertado los parametros S en la funcion [F(ck)] , de una manera que

[F(ck)]” = BIF(ck)]’ (121)
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Hemos encontrado que el parametro B, tiene unidades de J. S, definido por

4
B = eobf— (122)

Se puede determinar numéricamente conociendo la dimension lineal L de la caja y el valor de EZ
que es el valor medio de la amplitud del campo eléctrico, que corresponde a los diferentes modos
de oscilacion. El parametro S es fija, y en esta aproximacion, describe la energia clasica de punto

Cero.

Uy = % Bw (123)

Desde el valor de U, en la ecuaciéon (120), la energia por modo de oscilacion, que se va a

determinar para los valores a alta y baja temperatura seré a partir del criterio del comportamiento
mondtono de la funcion potencial candnica ¢ (%) para encontrar el espectro de radiacion de

Planck con energia de punto cero clasico [46]. Para T pequefias, se debe tener la energia clasica

de punto cero 1/2 Bw, de la ecuacion (11).

, (W 1
Uy = —w@’, (?) = Bw (124)
Teniendo en cuenta que w/T = z
: B _
Y@ -z i zow (125)
Asi:
—ho(2) —>§ z ; Z o (126)

Para los valores grandes de T, el limite de Rayleigh-Jeans, en la ecuacién (11) queda
Uw = —w¢'_(z) = KT (127)
Cuando —¢'_(2) > % .z 50 (128)
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—¢o(2) = Kglnz ; z -0 (129)

Donde Kj es la constante de Boltzmann
Las ecuaciones (126) y (129) dan a los comportamientos extremos de la funcién de potencial
candnica ¢(z). En, la funcion potencial canénica en general ¢(z), al igual que sus derivados,

debe preservar su caracteristica de monotonicidad en todo el rango (0, ).

El cociente

U 1,8w B B
0 2_ w
Y S U T KeT — 2KzT 2K~ (130)

Este argumento de la funcién monotdnica suave dado por la funcion M(y), con valores extremos

dados por las ecuaciones (125) y (128), que determinan la energia U(w, T)

w
U(w,T) = —wd’ (7) = —wM(y) (131)

En la referencia [50], el autor mostr6 que una funcién apropiada que mantiene la monotonia
suave de ¢(z), y sus derivadas, la funcién de interpolacion entre estos dos limites, en todo el

rango de variacion de z = w /T esté dada por la ecuacion

¢(z) = —p In(sinh z) (132)
De este modo
o' (%) - M(y) = —g coth (Zi(:T) (133)

Adaptando esta funcién a la ecuacion (131)
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1
U(w,T) = U, coth <2i(:T> =3 Bw coth (2ijT> (134)
U(w,T) = —bo— 4 B2 (135)
e Tt 2

La ecuacion (134) es una nueva version del espectro de cuerpo negro de Planck, que incluye la

energia clasica del punto cero,U, y el parametro de escala .

La energia clasica del punto cero esta dado por

1
Up =5 Bw (136)
Donde el parametro de escala es:
€o 212
B = ?[EOL ] (137)

El parametro de escala depende de las propiedades geométricas, dimension lineal L de la caja, y
de las propiedades electromagnéticas, la permitividad del espacio libre &,, la velocidad de la luz ¢

y el cuadrado de la amplitud del valor medio del campo eléctrico.

De la misma forma también el pardmetro de escala puede ser determinado por propiedades
magnéticas, desde la ecuacién (110) y realizando los pasos propuestos anteriormente y descritos

en la ecuacion (42) la ecuacion queda

1
a = —|L?B,|? (138)
CHo

8 Anadlisis, Discusion de Resultados y conclusiones
En esta seccidn se concentra la atencion en el parametro de escala B, determinando su valor para
diferentes sistemas fisicos radiantes, modelados como cuerpo negro, encontrando que su valor es

muy cercano a los reportados por las mediciones experimentales de la fuerzas de Casimir entre
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placas conductoras descargadas [43]. De la misma forma el valor predicho para el pardmetro de

escala en esta investigacion esta en muy cercana coincidencia con la constante de Planck.

Las secciones 7.2 y 7.3 contienen un andlisis de nuestros resultados con su respectiva
contrastacion a nivel tedrico y experimental; igualmente, en esta seccion presentamos las

conclusiones y perspectivas del estudio.
8.1 El parametro de escalay su Relacidn con sistemas fisicos Radiantes

El pardmetro de escala fija la energia del punto cero clésica y tiene dimension de Joule por
segundo en el sistema internacional de unidades, en el caso de la ecuacion (137) el valor

numeérico es

2

o C*s
= —[E,L?]? =~ 295 x 10720
B c [ 0 ] Nm3

[EoL?]? (139)

Con la dimension lineal Lenmetroy E, en V /m o0 en N /C.

Ahora para la ecuacion (138) se obtiene:

1 A%S
a =—|L?By|? = 2.65 X 1073 — |L2B,|? (140)
Clo Nm

Con la dimensién lineal L en metroy By en T (Tesla)

Teniendo en cuenta que los parametros § y «a se relacionan con las mediciones experimentales
de las fuerzas de Casimir y que su orden de magnitud es similar a #, se realiza una estimacion de
la dimension lineal de algunos sistemas radiantes reportados en la literatura [58]. La Tabla 1
muestra algunos de los valores reportados para E, y la estimacion realizada para la dimension
lineal L utilizando la ecuacion (139), del mismo modo la Tabla 2 muestra algunos de los valores
reportados para B, y la estimacion realizada para la dimension lineal L utilizando la ecuacion
(140). Donde B/2 = 0.527 x 1073%].S es el valor experimental reportado por mediciones
Efecto Casimir [43].
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8.2 Andlisis de Tablas

Se ha encontrado el espectro de radiacion de cuerpo negro utilizando sélo la fisica clasica, con la
adicion del punto cero cl&sico de la radiacion U, dada por la ecuacién (136), y con la

introduccién de un pardmetro de escala 8, que se define en la ecuacion (139).

El parametro de escala S tiene conexion con las mediciones experimentales de las fuerzas de
Casimir, pero su valor numérico teérico depende de las propiedades geométricas de la caja de
resonancia y propiedades eléctricas. Las constantes 8 y a obtenidas como parametros de escala
para la radiacion de energia de punto cero se encontraron con argumentos de la teoria clésica y
no implica la cuantificacion de la energia; Sin embargo, su valor numérico es del orden de la
constante de Planck. Los argumentos anteriores muestran que la constante de Planck puede
aparecer en la mecénica cuéntica o en la mecénica clasica, de la misma manera como la energia
de punto cero puede ser clésica o cuantica.

Para los campos eléctricos 0 magnéticos tipicos mostradas en las tablas de datos, son generados
por diversos sistemas fisicos oscilantes, se encuentra con que el parametro L que tiene valores

coherentes con la dimension lineal real de los sistemas radiantes.

Descripcion de Valores de Tamafio en Valor Correspondencia
Campo eléctrico |Eo| (N/C) L (m) Experimental de acuerdo al
L (m) valor de
L (m)
Campo justo
debajo de una 0.55 0.329 x 1073 0.300 x 1073 protista unicelular
linea de alta del género Ameba
potencia
Campo de una Diametro del
bombilla de 50 34.57 x 107° 30x 107 cabello humano
100W a 1mde
distancia
Campos eléctricos
en pulsos laser de 1013 77.312 x 10712 79 x 10712 Radio Atémico
petawatts del Cloro
Campos eléctricos
en iones U91 +, 1018 0.244 x 10712 2.426 x 107*? | Longitud de onda
en el nacleo de Compton en
electrones
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Maximo campo
eléctrico préactico
en vacio, limitado

Longitud de onda

por electron. 1.3 x 1018 0.214 x 10712 2.426 x 10712 de Compton en
produccion de electrones
pares
Campo eléctrico
maximo posible
en la naturaleza 1.9 x 1062 1.744 x 1073° 1.62 x 10735 Longitud de
(Planck corregido Planck

campo eléctrico
c*/4Ge

Tabla 1: Determinacion de los valores de la dimension lineal L en la ecuacion (139)

Descripcion de Valores de Tamafio en Valor Correspondencia
Campo |By| (T) L (m) Experimental de acuerdo al
Magnético L (m) valor de
L (m)
Campo magnético
medido mas bajo 1x 10715 0.446 1 ADN (humano)
(Ej. Campos de
Schumann
resonancias)
Campo magnético
producido por las 1.5 x 10712 11 x 1073 8.870 x 1073 Neuronas y otro
corrientes tipo de células
cerebrales
Campo magnético
directamente 0.55 x 107 19.042 x 107° 15x 107° Diametro del
debajo de la linea cabello humano
eléctrica de alto
voltaje
Campo magnético Organos y células
cerca de teléfono 10 x 1075 1.412 x 1076 2.5x 1076 en Animales y
movil plantas
Campos
Magnético en 30 x 103 81.534 x 10712 79 x 10712 Radio Atémico
pulsos laser de del Cloro
petawatts
Campo de la
estrella de 1x 10° 14.122 x 10712 25 x 10712 Atomo de
neutrones hidrogeno
Campo magnético Longitud de onda
critico cuantico 4.4 x 10° 21.289 x 10712 2.426 x 10712 de Compton en
electrones
Campo
Magnético
maximo posible 6.3 x 10°3 1.779 x 10735 1.62 x 10735 Longitud de
en la naturaleza Planck

(Planck corregido
campo eléctrico
c*/4Ge

Tabla 2: Determinacion de los valores de la dimension lineal L en la ecuacion (140)
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8.3 Conclusiones

Lo importante en este trabajo es la “Discretizacion clasica” de la energia

electromagnética dada por los valores de los armonicos esféricos a partir del termino
1 . ./ . .
(nw,s + 5) que puede ser comparado con la cuantizacion de la energia del oscilador

armonico cuéntico, ya que en ambos procedimientos la interpretacion que se le da al

€C_.9%

numero “n” es de un numero entero; pero en el procedimiento cuantico se enfoca en
los valores discretos de la energia que ocupan ciertos niveles y en nuestro caso “n”
viene descrito por el nimero de armonicos esféricos. Ante esto no se quiere establecer
una conexién directa con los niveles de energia; sin embargo, este procedimiento
clasico encuentra una regla de cuantificacion que se parece a la regla de la mecanica

cuantica.

Con este trabajo se evidencia que la constante de Planck no es directamente una
constante universal en la mecanica cuantica sino que también se puede relacionar con
parametros clasicos de la radiacién en una cavidad finita, utilizando elementos de la

electrodinamica clésica y la termodindmica.

En esta investigacion se obtuvo una formulacion en la cual, la energia del campo de
radiacion en un volumen finito presenta una radiacion clésica de punto cero, en donde
aparece un parametro de escala 8 con unidades Sl, similares a la constante reducida de
Planck r.

Apendice

Para el desarrollo de la ecuacion (22) son necesarias una serie de operaciones matematicas que se

mostraran a continuacion:

Inicialmente se considera que existe una radiacién coherente que implica relaciones entre las

fases (H(E) - 9(?’)) fijas entre los distintos modos @, y @, que se utilizan para descomponer
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un patrén de radiacion. La radiacion aleatoria implica la situacion opuesta, ademés se puede
escribir de la forma:

¢(ct,x,y,z) = Z z z 7 ];(CLk))yz COS[E.F — ket — H(E)] (a)
m=—oo n=—o |=—o0

Donde la fase H(E) se distribuye aleatoriamente en el intervalo [0,27] y se distribuye
aleatoriamente para cada k. Es conveniente caracterizar la radiacion aleatoria, tomando la funcion

de correlacion de dos puntos de los campos < ¢(ct, x,y,z)p(ct’, x',y',z") > donde se obtiene

promediando a lo largo de las fases.
- - - - 1
< cos 0(k) cos(k') > =< sinf(k) sin8(k') > = 3 Sicte

< cos H(E) sinG(E’) >=0
Entonces la funcion de correlacion de dos puntos para una distribucién isotrépica general de

ondas escalares clasicas

< ¢p(ct,x,y,2)p(ct’,x",y',z") >=

Z Z Z 7 ];(CLk))l/z COS[E.F — ket

Ny=—00 ny=—oo Nnyz=—0o

—0(0)] z z Z L)l/zcos[?.p—k’ct’—e(?)]>

m=—oo n=—o [=—00 (L L L )

oo

© 2
< ¢(ct,x,y,2)p(ct’,x",y',z") >= % 2 2 Z flek ) cos[k r—7r")—kc(t—t )] (b)

nx=—00 ny — 00 n, =—00

Ahora considerando una caja muy grande, los modos normales, estan muy espaciados y las sumas

sobre los enteros n,, n,,n,. Pueden reemplazarse por integrales de la forma:
dk, = 2n/L,)dn, ; dk, = (27T/Ly)dny ; dk, = (2m/L,)dn,

Donde la ecuacion anterior queda

< ¢p(ct,x,y,2)p(ct’,x",y',z') >= f d3kf(ck) cos[k G- -w(t-t)] ©

1673
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En el trabajo a seguir, estaremos interesados en las distribuciones isotropicas de radiacion
aleatoria, de modo que la funcién f(ck) involucra solo la magnitud ck = w en este caso,
podemos llevar a cabo las integraciones angulares para k en la ecuacion anterior

< ¢p(ct,x,y,z)p(ct’, x',y’, z’)

,)f da)a)f(ck) sinfw/c (F—=7) —c(t —t)] +sinfw/cGF—-7)—c(t—t)] (d)

8n2(r -7

En el caso de la radiacion termica, sabemos de las ecuaciones (19) y (21) que la funcion espectral
f:(w) para el campo de radiacion, toma la forma de f;(w)? = 8rnc?U,/w? = 8nc? F(w/T)/w

de modo que la funcion de correlacion de dos puntos en la ecuacion (b) se convierte en

< ¢(et,x,y,2)p(ct’,x',y',2') =

= %Ja}dw Flw/T)sinfw/c (7 —=7") —c(t —t)] +sinf[w/cG—7)—ct—t")] (e)
n(r—r1"J,
Donde ahora w/T =v - w =vT ; dw = Tdv entonces (e) queda

< ¢let,x,y,2)p(ct’, x', y’ z') 2

) J dvv F(v) sin[v/c[TG# —7)] — cT(t — t")]

n(r —

+ sin[v/c[T(# —7)] — cT(t —t")] (f)

También podemos especializar la situacion del caso donde la separacion espacial se vuelve
pequefia (r — ') - 0 . En este limite, la funcién de correlacion de campos en un solo punto de
coordenadas espaciales (x,y,z) = (x',y’,z") pero en dos momentos diferentes, t; t' se
convierte en

< p(ct,x,y,2)P(ct’, x',y',z'") >=T?*R[T(t — t")] (9)
Donde X[T(t — t")] es una funcion desconocida de la temperatura multiplicada por el tiempo.

Ahora en este momento se desconoce la funcion espectral dada por f;(w)? = 8nc?U,/w? =
8mc? F(w/T)/w para la radiacion termica a temperatura no nula. Sin embargo se ha establecido
la forma espectral para la radiacion de punto cero en la ecuacion (21). Basado en la invarianza del

espectro de Lorentz.
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Por lo tanto de [28], se va a considerar un campo escalar aleatorio ¢(x) ; x = (ct,r) en el
espacio —tiempo de Minkowski. El campo satisface la ecuacion de onda libre.

Por lo tanto se y por lo tanto se puede expandir en ondas planas. La invariancia de Lorentz de la
radiacion del punto cero escalar, se puede introducir al requerir que la funcién de correlacion de
dos puntos < ¢(x)¢(x") > tome el mismo valor en cada marco inercial. Junto con los supuestos
de homogeneidad del espacio-tiempo e isotropia, este supuesto fija la forma (9) del campo

aleatorio ¢(x) hasta una constante multiplicativa como

w
<Ppx) >= f d3k f(w) cos[k.? — wt — 6(k)] (h)
0
Con el espectro dado por
f(w)? = Constante/w (D)
Aqui, la frecuencia angular w y el vector de onda k estan conectados como w =ck , y H(E) es
una fase aleatoria distribuida uniformemente sobre (0,2m), distribuida independientemente para

cada k. Para establecer la conexion natural con En el caso electromagnético, elegimos la

constante indeterminada para el espectro (i)

nf(w)? =hc*/2w  (j)

Notamos que este espectro en la integral de ¢(x) queda:

< ()P >= f d3k, J ko f (1)f (03) < cos[ky. 7 — wit — 6(ky)] cos[ky. 7 — wot — 6(ky)] > (k)

Donde
- - N - 1
< cos 0(k) cos(k’) > =< sinf(k) sin8(k’) > = 3 Sicter
< cos H(E) sinG(E’) >=0
Entonces
hCZ *® d3k - -
< Ppx)p(x) >= mfo m cos[k.R - a)T]
hCZ 00 T 2T N
< Ppx)p(x) >= —Zf dk k f do siné?f cos[k.R - wT] do )
4m* J, 0 0
Donde
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< Pp()p(x) >= :—:Zj;oodk {sin[k(R — ct)] + sin[k(R + ct)]} (m)

Evaluando la integral anterior se encuentra la funcion de correlacion de dos puntos en forma
cerrada.

’ ~ he? 1 1
< Pp)px) >= 27R ((R —ct) + (R+ Ct))

hc

L \?
T[(X—X)

<Pp()p(x) >=—

Donde (¥ —x')" = (t—t")?— (F—77)°

—hc
< ¢polct,x,y,z)po(ct’, x",y', z") >= (n)

/i3 [cz(t —t")?2 — (F - 7)2]
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