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En este Trabajo de Grado se calculd, de manera analitica, el espectro de correlacién de un resonador
Nanomecdnico acoplado a un qubit en el contexto de la electrodinamica cuantica de cavidades. La dindmica
del sistema, es descrita a través de un Hamiltoniano tipo Jaynes Cummings con dos términos adicionales que
corresponden a un agente externo forzante y a una interaccion no lineal. Los calculos analiticos se realizaron,
en el régimen de forzado débil, usando el enfoque de ecuacidon maestra en la forma de Lindblad incluyendo
perdidas por decaimiento del resonador y del qubit. El espectro estd caracterizado por dos picos y al
incrementar la intensidad de forzado ¢ no hay un cambio significativo debido a que este es pequefio. Al
incrementar el valor del pardmetro no lineal se observa un corrimiento en la frecuencia central de los dos
picos hacia valores positivos si la constante de forzamiento tiende a valores menores, sin cambiar su
separacion relativa esto significa que podemos utilizar este modelo no lineal forzado para caracterizar el
efecto de divisidn Rabi de vacio.
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dynamics of the system is described through a Jaynes-Cummings type Hamiltonian with two additional terms
that correspond to a forcing external agent and a nonlinear interaction. Analytical calculations were
performed, in the weak forcing regime, using the master equation approach in Lindblad form including
resonator and qubit decay losses. The numerical calculations, performed with the QuTip software package,
agree quite well with the analytical results. The spectrum is characterized by two peaks and when increasing
the forcing intensity € there is no significant change because it is small. By increasing the value of the nonlinear
parameter, a shift in the central frequency of the two peaks is observed towards positive values if the forcing
constant has lower values, without changing its relative separation, this means that we can use this forced
non-linear model to characterize the effect of Rabi vacuum division.
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RESUMEN

En este Trabajo de Grado se calculd, de manera analitica, el espectro de correlacién de un
resonador nanomecanico acoplado a un qubit en el contexto de la electrodinamica cuantica
de cavidades. La dindmica del sistema, es descrita a través de un Hamiltoniano tipo Jaynes-
Cummings con dos términos adicionales que corresponden a un agente externo forzante y a una
interaccién no lineal. Los calculos analiticos se realizaron, en el regimen de forzado débil, usando
el enfoque de ecuacién maestra en la forma de Lindblad incluyendo perdidas por decaimiento del
resonador y del qubit. El espectro esta caracterizado por dos picos y al incrementar la intensidad
de forzado £ no hay un cambio significativo debido a que este es pequeno. Al incrementar el
valor del parametro no lineal se observa un corrimiento en la frecuencia central de los dos picos
hacia valores positivos si la constante de forzamiento tienede a valores menores, sin cambiar
su separacién relativa esto significa que podemos utilizar este modelo no lineal forzado para
caracterizar el efecto de divisién Rabi de vacio.
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ABSTRACT

In this Degree Project, the correlation spectrum of a nanomechanical resonator coupled to a
qubit is calculated analytically and numerically in the context of the quantum electrodyna-
mics of cavities. The dynamics of the system is described through a Jaynes-Cummings type
Hamiltonian with two additional terms that correspond to a forcing external agent and a non-
linear interaction. Analytical calculations were performed, in the weak forcing regime, using the
master equation approach in Lindblad form including resonator and qubit decay losses. The
numerical calculations, performed with the QuTip software package, agree quite well with the
analytical results. The spectrum is characterized by two peaks and when increasing the forcing
intensity & there is no significant change because it is small. By increasing the value of the non-
linear parameter, a shift in the central frequency of the two peaks is observed towards positive
values if the forcing constant has lower values, without changing its relative separation, this
means that we can use this forced non-linear model to characterize the effect of Rabi vacuum
division.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

En 6ptica cudntica y en teoria de informacién cudntica el modelo de Jaynes-Cummings (JCM),
que describe la interaccién entre un atomo y un campo electromagnético, ( entre un sistema
cudntico de dos niveles (qubit) y un bosén (resonador)) tiene gran importancia. Este es un
modelo sencillo y totalmente cudntico que se puede solucionar analiticamente. Se utilizé por
primera vez, en 1963 para examinar los aspectos clésicos de la emisién espontanea y revelar
la existencia de oscilaciones de Rabi en las probabilidades de excitacién atémica para campos
con energia definida (o nimero de fotones definido) [1] y se ha empleado para comprender el
efecto conocido como division Rabi de vacio (vacuum Rabi splitting) que permite caracterizar
la fuerza de acoplamiento entre un qubit y un resonador [2, 3].

Recientemente, los resonadores nanomecanicos (NAMR) han atraido considerable atencién [4],
por ejemplo la espectrometria de particulas en tiempo real en un entorno liquido utilizando
resonadores microfluidicos-nanomecanicos, donde los resonadores nanomecéanicos huecos repre-
sentan una técnica prometedora para la espectrometria de particulas, ya que su diseno permite
la deteccién de masas de particulas altamente sensibles en entornos liquidos al reunir el buen
comportamiento mecénico de un resonador nanomecanico que vibra en un entorno de vacio
o gas con compatibilidad fisiolégica de entornos liquidos para aplicaciones biolégicas [5]. Los
resonadores nanomecanicos han permitido el nacimiento de un nuevo tipo de espectrometria
de masas de tal forma que se pueden usar para medir la masa y la rigidez de particulas in-
dividuales como pequenias particulas contaminantes, virus, bacterias o incluso proteinas [6].
Resonadores nanomecanicos con frecuencias de 1 GHz han servido para llevar a cabo pruebas
de los principios bésicos de la mecédnica cuédntica [7]. Ademds, se han utilizado para probar efec-
tos nanomecanicos sin introducir detectores externos, imitando los efectos de electrodinamica
cudntica de cavidades (QED) en un sistema de resonador nanomecanico-qubit [4].

Cuando se incluyen agentes externos, al aumentar la amplitud de forzado, la respuesta no
lineal del resonador nanomecénico no se puede despreciar [8]. Efectos no lineales intrinsecos
del sistema se han observado en qubits superconductores y ha permitido probar fluctuaciones
cudnticas del resonador [9], ademds pueden ser usados para generar estados no cldsicos en sis-
temas mecanicos [10, 11].

En este Trabajo de Grado se estudia la dinamica disipativa de un sistema qubit-resonador,
a través del espectro de correlacion, usando el enfoque de ecuacién maestra y el teorema de
regresién cudntico [12].

El espectro de correlacién, descrito en sus inicios por Wiener (1930), fue el origen de una ra-
ma completamente nueva de las matematicas, llamada andlisis arménico generalizado. Wiener



) CAPITULO 1. INTRODUCCION

consider6 una clase amplia de funciones y en su andlisis establecié que cuando se trata de
un conjunto estacionario y ergddico de funciones aleatorias, se puede reemplazar la funcién
de autocorrelacion, definida como promedio de temporal por otra funcién de autocorrelacién,
definida como promedio de ensamble. Cuatro anos después de la publicacion del trabajo de
Wiener, Khintchine (1934) mostrd, con la ayuda del teorema de Bochner, que una funcién de
autocorrelacion de un proceso aleatorio estacionario continuo, puede ser expresada en la forma
de una integral de Fourier [13]. Segun el teorema de Wiener-Khintchine la funcién de autoco-
rrelacion de un proceso aleatorio estacionario y la densidad espectral (o espectro de potencia)
del proceso forman un par de transformadas de Fourier.

En este Trabajo de Grado se da respuesta a la siguiente pregunta:

LQUE EFECTO TIENE LA VARIACION DE LA INTENSIDAD DE EORZADO Y DEL
PARAMETRO NO LINEAL SOBRE EL ESPECTRO DE CORRELACION DE UN SISTE-
MA ACOPLADO QUBIT-RESONADOR NO LINEAL?

Se implementaran expresiones analiticas que permitan describir el sistema y aclarar la influencia
del agente forzante y los pardmetros de no linealidad en el espectro de correlacién.

1.1. Objetivos del Trabajo de Grado

1.1.1. Objetivo General

= Calcular el espectro de correlacion de un sistema nanomecanico acoplado a un resonador
no lineal en el contexto de la electrodindmica cuéntica de cavidades.

1.1.2. Objetivos Especificos

= (Calcular los elementos matriciales del operador densidad.
= Calcular las funciones de correlacién a dos tiempos.

= Calcular el espectro utilizando el teorema de regresién cuéantico.

1.2. Estructura del Trabajo de Grado

Se construye el Hamiltoniano del resonador en primera instancia como se muestra en la seccion
2.1.1, los calculos detallados se muestran apéndice A.2.1, se construye el hamiltoniano del cir-
cuito LC y su cuantizaciéon como se muestra en el apéndice A.2.2 y A.2.3 ahora se construye
el hamiltoniano de la caja de pares cooper como se muestra en la seccién 2.1.2 Los célculos
detallados se muestran en el apéndice A.3, para formar el hamiltoniano total del sistema (In-
teraccién entre el Resonador y la Caja de Pares Cooper) se muestra en el capitulo 2.1.3 ver los
calculos detallados se muestran en el apéndice A.4.

Una vez se formado se realiza anélisis de la equivalencia del Hamiltoniano del sistema resonador-
qubit con el Hamiltoniano Jaynes-Cummings con dos términos adicionales que corresponden
a un agente externo forzante y a una interaccién no lineal ver capitulo capitulo (2,2), luego
haciendo la representacion matricial y solucion de la ecuacion maestra previamente encuentra
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de manera analitica y numérica, el espectro de correlacion a dos tiempos del sistema se realiza
el calculo de las funciones de correlaciéon a dos tiempos y finalmente se realiza el célculo del
espectro de correlacion ver detalles de los calculos en el apendice B Deduccion de la Expresion
del Espectrode Correlaciones a dos Tiempos usando el teorema de regresién cuantico. Para
comparacion de los recultados de hace una solucién analitica y programacion computacional
ver seccion (3,0,1) para realizar el nélisis y discusién de los resultados .



Capitulo 2

Métodos Teoricos de Solucion

2.1. Modelo

El sistema que se va a estudiar se muestra en la figura 2.1. Se supone que el Qubit tiene dos
uniones Josephson idénticas con una sola energia Josephson E; y capacitancia C;. Se aplica
un voltaje de compuertas de control V, a la caja de pares de Cooper a través del capacitor.
La unién Josephson es una fina capa de 6xido aislante que actia como barrera entre los pares
cooper. La capacitancia distribuida entre el Resonador nanomecanico y la isla superconductora
del qubit se indica con C,,. A la derecha esta ubicado un circuito LC con una barra mévil (de
color azul)

¢ I _| C
T~ X
¢y _L
Cq
Vg

Figura 2.1: Diagrama esquemadtico de circuito de una caja de pares Cooper (a la izquierda)
acoplado capacitivamente a un resonador nanomecénico (a la derecha).

La corriente en el circuito resonador viene dada por

I(t) = Ipsin(wpyt), (2.1)
donde Ij es la correinte maxima y w, es frecuencia angular.

Teniendo en cuenta la ley de Faraday, la fuerza electromotriz inducida entre los extremos del

NARM se puede escribir como
ddp dx P

V =——==Bl— = B~ 2.2
dt dt m’ (22)
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donde [ y m representan la longitud y masa del NARM, respectivamente.
La energia eléctrica estara dada por

d
m:—/mng—mmm (2.3)

donde I(t) = dq/dt.

2.1.1. Hamiltoniano del Resonador

El resonador nanomecéanico (NARM) de nuestro problema corresponde a un circuito LC cuya
energia total esta dada por
1¢> 1¢?
Hp=-*—+-— 2.4

R 2 ¢ + 9 L’ ( )
Donde ¢%/2C es energia eléctrica almacenada en el condensador y ¢?/2L es la energia magnética
almacenada en el inductor.
Como se muestra en el Apéndice A la energia del NARM se puede escribir como la suma de la
energia cinética, la energia potencial eldstica del oscilador y la energia potencial eléctrica (2.3),
osea:

3 PPl e

Donde €2 denota la frecuencia de oscilacién del NAMR.

La ecuacién (2.5) se puede escribir en términos de operadores creacién y destruccién de exci-
taciones en el resonador, a' y @ respectivamente, como

BII(t)

2m

Hyany = Qala — (a+ab). (2.6)

®)

2.1.2. Hamiltoniano de la Caja de Pares Cooper

Siguiendo la descripcién de Wiseman and Milburn [14] el Hamiltoniano de la caja de pares
Cooper esta dada por

ﬂcz—% SOUNYN + 1]+ [N + 1)(N]) (2.7)

Donde N es el numero de pares Cooper (N € N), N es el operador numero y |N) representa
los estados nimero. E; = hw; es la energia Josephson (w; es la frecuencia Josephson)

El Hamiltoniano (2.7) esta expandido en la base |N). Restringiendo el problema a N =1 la
base estara constituida por los estados |0) y |1) v (2.7) se convierte en (ver Apéndice A).

R E,
H = -6, (2.8)

donde 7, es el operador de Pauli asociado a la componente x en la teoria de momento angular
1/2.
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2.1.3. Hamiltoniano de Interaccion entre el Resonador y la Caja de
Pares de Cooper

Siguiendo la descripcién de Wiseman and Milburn [14] el Hamiltoniano de interaccién Resona-
dor Nanomecanico con la caja de pares coper, en la base {|N)}, esta dado por

Hyp = —4E. ) (N1 —,)*IN)(NJ), (2.9)
N
donde E. es la energia de carga de la unién Josephson,

e2

2Cs-

e es la carga fundamental Cs- es la capacitancia entre la isla conductora y el resto del circuito,

B, =

(2.10)

Cs =205+ Cy + Cy(x), (2.11)
7y es el operador efectivo de nimero de pares de Cooper,

GV

g 2¢ ’

(2.12)

C, es la capacitancia ente la caja de pares Cooper y el voltaje de puerta polarizacion. Vg es el
operador voltaje total aplicado a la caja de pares Cooper que puede ser escrito como

V,=VO1i+V, (2.13)

donde Vg(o) es un voltaje DC y V es un operador de voltaje del resonador,

V== (2.14)

Qla

(2.9) se puede reescribir como (ver Apéndice A)

I:II = 4Ec(5ﬁg0¢z> (2'15)

donde 7, es el operador de Pauli asociado a la componente z en la teoria de momento angular
1/2y
. Cy [hSY,.

- - Al 1
Mg 5 QO(CL—l—a ). (2.16)

2.1.4. Hamiltoniano del Sistema Resonador—Caja de Pares de Cooper

El Hamiltoniano total del sistema es la suma de las ecuaciones (2.6), (2.8), (2.15),

H= [:]NARM + ]:ICPB + ]:11
h

E.
= nQata — BLI(t) s @+ ah) — 735% + 4E,61,5.. (2.17)

Segiin Wiseman and Milburn[14] haciendo una rotacién, alrededor del eje y que convierte ¢,
en g, y o, en —d,, el Hamiltoniano (2.17) se puede escribir como
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. [ h 1
H = hQa'a — BII(t) s @t at) + 5hwad= + hg(ad + ate.), (2.18)

donde 6 y 6_ son los operadores creacién y destruccién de excitaciones en el qubit (operadores
excitacién y desexcitacion del qubit), respectivamente.
Para obtener (2.18) se usé la ecuacién (2.16) y la aproximacién se onda que rota. Ademés,

Cy Q E;

‘o Vane Y T h (2.19)

Considerando I(t) = Iysin(wyt), la ecuacién (2.18) puede escribirse como

g

A 1
H = Shw,b + hQa'a + hg(ao, +at6_) — Esen(wyt)(a + a'), (2.20)
donde
¢ = Bllyy/ n (2.21)
U ooma '
Ademas, como
1. .
6+5, - 5(1 + a-z) e (3Z - 2(5’+(37 — 17 (222)

entonces el primer termino de (2.20) se puede escribir de la siguiente manera
%m}a&z = Twa G416 — hw,l. (2.23)
Podemos reescalar (2.23) de tal forma que
%hwa&z = hw,040_. (2.24)
Por lo tanto (2.20) queda de la forma

H = hw,d,6_ + hQata + hg(ao, + aT6_) — Esin(wyt)(a + af). (2.25)

La ecuacién (2.25) corresponde al modelo de Jaynes-Cummings (JC) forzado por un agente
externo:

H = Hg"™ = hw,6,6 + hQala + hg(ady +a*6_)  —Esin(wyt)(a +al). (2.26)
Jaynes- C‘Tlmmings Agent;gxterno

Donde o es el operador excitacion y o_ operador desexcitacién, a operador creacién para el
resonador y a' el operador destruccion, w, frecuencia del qubit y w, frecuencia del resonador,&
es el agente externo forzado, g es la fuerza de interaccion Interaccién entre el qubit y el reso-
nador y w, es la frecuencia de conduccién.

Se puede reescribir el hamiltoniano de la ecuacién (2.25) de la siguiente forma

Hy = Ao, 6_ + Aata+ glaoy +ato ) — e(a+al) + ya'a + y(ata)?, (2.27)
donde se esta considerando h = 1. La ecuacién (2.27) describe la dindmica de un modelo de
Jaynes-Cummings forzado y no lineal. y es el parametro que da cuenta del caracter no lineal
del sistema, A, = w, —w, es la diferencia de frecuencias entre el resonador y el agente externo,
A, = w. — w, es la diferencia de frecuencias entre el qubit y el agente externo, y d = A, — A,
es la diferencia de frecuencias entre el resonador y del qubit.
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2.2. Sistemas Cuanticos Abiertos y Ecuacion Maestra

La dindmica de un sistema cudntico cerrado (no disipativo) estd determinada por el operador
Hamiltoniano. En nuestro caso el Hamiltoniano H; de la ecuacién (2.27).
Sin embargo debido a las interacciones con el ambiente, los sistemas de la electrodindmica
cuantica de cavidades y de circuitos, deben ser descritos por una teoria cuantica de sistemas
abiertos que incluya efectos disipativos como, por ejemplo, el decaimiento del qubit y del re-
sonador. Una forma de incluir dichos efectos es a través del enfoque de ecuacién maestra de
Lindblad [12, 15, 16]. Para nuestro sistema NARM-CPB, podemos considerar dos fuentes prin-
cipales de pérdidas, (7) decaimiento del qubit a una tasa k y (i7) decaimiento del resonador a
una tasa .
De acuerdo al enfoque de ecuacién maestra, la dindmica del sistema acoplado NARM-CPB est4a
determinada por la ecuacion diferencial
dp
dt
donde /(t) es el operador densidad reducida del sistema NARM-CPB, Lesel superoperador de
Lindblad y, como en (2.27), se considera h = 1. El efecto de £ cuando actiia sobre un operador
O esté dado por

—i[ Hy, p] + 2k £[a] + ~ £[6], (2.28)

A A A 1 A. A 1 AL 4

£[0] = OpOt — éOTO,é — éﬁOTO. (2.29)
Los términos asociados a decaimeinto del qubit y del resonador se encuentran reemplazando
O = a, y 7, respectively, en la ecuacién (2.29). Asi, la ecuacién (2.28) se puede escribir como

Y An A aa A

p=—i [ﬁt, ;3] + k(2apa’ —atap — pata) + 5 (26-p64 = G46-p = p546-) (2.30)

2.3. Espectro de Correlaciones

Segun la ecuacién (2.2), la fuerza electromotriz inducida entre los extremos del NARM se puede
escribir como

dz P
V = Bl— = Bl— 2.31
5 - (2.31)
a la cual se le asocia un operador mecano-cuantico
-~ Bl w
_ s Bl c 1— . 2 2
V=2 =iBly % (ol ) (2:32)

donde usamos la relacién entre el operador p y los operadores @ y af.
El espectro de correlacién asociado a V' es

Sy (w) = L Re /0 " dre T (V(R)V(0)) (2.33)

™

A

donde la funcién de correlacién a dos tiempos <V(7)V(O)> se escribe como

W7 (0) = EELC (at ()il (0) — (@1 (na(0) - (a(m)al0) + Gra)). (234

Utilizando el teorema de regresion cuantico, las funciones de correlacién a dos tiempos y calcu-
lando los elementos matriciales del operador densidad de la ecuacién maestra de este sistema,
se logrard determinar analiticamente del espectro de correlacion.
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RESULTADOS

Utilizando (2.33) se encuentra la siguiente expresién para el espectro de correlaciones

I’B?2w, D} 1 Dj
Sy (w) = il -8 { 1 2

A M D: Dy —iw D

donde

a = i(A, +2y), B:iAa+%

La deduccién detallada de (3.1) se muestra en el Apéndice B.
Para simplificar al momento de graficar se considera

4M7Syw) R
= e el ——EE

2B2[2, D Df —iw DiDf—iw

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.9)
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Sy(w)
| — X=0.0
300 Wl - x=0.02 |}
oo x=0.04 i
200! :i X i
-
il

100

1.0 1.2 1

Figura 3.1: Epectro de correlacion para valor y = 0.0 y = 0.02 y x = 0.04. para valor § = 0.0
y valor g = 0.2.

300}

200¢

-_%----_—-——
o s ol ol ol ol ol Y e e e

100¢

e

w (GHz)

-0.4 -0.2 0.4

Figura 3.2: Espectro de correlacion para valor 6 = 0.0 y valor g = 0.2.
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Figura 3.3: Epectro de correlacion para valor 6 = 0.0 y valor g = 0.5.

Sy(w)
' 400/
: — x=0.0
300/
: cven X=0.02
00/ _ .. x=0.04
00/
20 -15 -10 —05 05 10 15%(CGH2)

Figura 3.4: Epectro de correlacion para valord = 0.4 y valor g = 0.5.

11
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Sy(w)
500;
—_— X:0.0

-eee X=0.02
_ .. x=0.04 300

400;

200;

- e . 8. N B B N N |
Sy Lt By £

100}

1
5 =10 =05 35 102 (6H)

Figura 3.5: Epectro de correlacion para valor 6 = 0.8 y valor g = 0.2.

Sy(w)
) 500
-
I 400; — x=0.0
300: cunn =N 02
L . x=0:04
200. X
100"
- | L w (GHz)
20 -15 -1.0 -05 05 10 15

Figura 3.6: Epectro de correlacion para valor 6 = 0.8 y valor g = 0.5.
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Sy(w)
500¢
400+ — x=0.0
300 S X:002
[ - o ¥=0:04
200! 4
100t
. 1 w (GHz)
-20 -15 -1.0 -05 05 18 1.5

Figura 3.7: Epectro de correlacion para valor 6 = 0.2 y valor g = 0.5.

-1.5

A
05 1.0 eHa)

Figura 3.8: Epectro de correlacion para valor 6 = 0.4 y valor g = 0.2.
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3.0.1. Analisis de resultados

Utilizando el teorema de la regresién cuantica y el enfoque de la ecuaciéon maestra, se ha estu-
diado el efecto de divisién de Rabi del vacio para proporcionar la informacién del acoplamiento
g v Para probar la validez de nuestros calculos analiticos obtenidos. Teniendo en cuenta la no
linealidad intrinseca en el resonador Nanomecénico y utilizando el teorema de regresion cuénti-
ca se aplic el espectro de correlacién Sy (w) a dos tiempos numéricamente como se ve en la
ecuacion (3.1). Se calcula analiticamente para aclarar la dependencia del efecto de divisién Rabi
del vacio en la fuerza de conducciéon £ y el parametro de no linealidad .

Los valores de excitacion total n pueden variar, por ejemplo,n = 1,2,3. Aqui en este caso no
se varian debido a que el valor de excitacién n esta fijo, es decir su valor solo puede ser n =0 o
n = 1, por lo tanto, se usa el valor de n=1 ya que este proporciona el niimero de valores de la
matriz base de la ecuacion maestra, que representa el hamiltoniano Jaynes Cumming. los valo-
res de & de condicién se consideran muy pequenos y porque ademds se escoge una base Unica. Se
grafica el espectro de correlacién Sy (w) en funcién de la frecuencia central w para tres valores
diferentes de parametro de no linealidad y, para valores dex=0, x=0.2 y x=0.4, se modifica la
frecuencia central w de los dos picos teniendo en cuenta que los valores de desafinacion 6 = 0,2
y la fuerza de interaccién g quedan fijos, la frecuencia de separacién de picos es de w= 2GHz,
esto indica que la separacion de estos picos entre mayor sea el valor de x corren hacia mayores
valores positivos como lo indica en la figura(3.1)

En las figuras (3.3, 3.4, 3.7 y 3.5 ), el espectro Sy (w) en funcién de la frecuencia w se traza
para diferentes desafinaciones d y diferentes valores de fuerza de interaccién g con los mismos
pardmetros que en la figura (3.1) x=0, x=0.2 y x=0.4, para estos casos en que se varia los
valores ded =0y g=0.5,0 =0,4y g=05,0=0y g=0.2,§ =04y g=0.2, § = 0,8 y g=0.2 res-
pectivamente a las graficas mencionadas, la frecuencia de separacién de los picos es de w=1GHz,
Esto significa que para la variacién de los valores mencionados de la desafinacién (0 ) y la fuerza
de interaccién (g) conduce al cambio de la frecuencia central de dos picos dramaticamente y por
ende cambia la distancia entre los centros los picos obviamente el parametro de no linealidad
estara constante en esta variacion de parametros. en cambio, d = 0,2y g=0.5y 0 = 0,8 y g=0.5
la frecuencia central de los picos es de; w =2 GHz ver figuras (3.6 y 3.5 ), se observa que la
frecuencia central de los picos al hacer variacién de parametros, no varia con respecto a los
valores de las grafica (3.1). esto significa que podemos utilizar este modelo no lineal forzado
para caracterizar efecto de divisién Rabi de vacio Utilizando el teorema de la regresion cuantica
y el enfoque de la ecuacion maestra.
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CONCLUSIONES

e En este trabajo, se calcula el espectro de correlacion de un sistema Nanomecanico acoplada
un resonador no lineal, Teniendo en cuenta el uso del modelo de Jaynes-Cummings no lineal
impulsado para describir la dinamica del sistema qubit-resonador, este estudio se realizé en
el contexto de la electrodindmica cuantica de cavidades y la dindmica disipativa del sistema
qubit-resonadores resuelve mediante el enfoque de ecuacién maestra en el cual se logra Calcular
los elementos matriciales del operador densidad.

e Utilizando el teorema de la regresion cuantica y el enfoque de la ecuacion maestra, se ha
estudiado el efecto de division de Rabi del vacio para proporcionar la informacién del acopla-
miento g y Para probar la validez de nuestros calculos analiticos obtenidos. Teniendo en cuenta
la no linealidad intrinseca en el resonador Nanomecénico y utilizando el teorema de regresion
cudntica se aplicé el espectro de correlacién Sy (w) a dos tiempos numéricamente como se ve en
la ecuacion (3.1). Se calcula analiticamente para aclarar la dependencia del efecto de division
Rabi del vacio en la fuerza de conduccion £ con el parametro de no linealidad y y la fuerza de
acoplamiento coherente del qubit de carga al NAMR.
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Apéndice A

Hamiltoniano del Problema

A.1. Oscilador Armonico Unidimensional Usando el Méto-
do Algebraico

En esta secciéon se resuelve el problema de valores y estados propios del oscilador armonico
usando un método basado en algebra de operadores. Este problema es resuelto en la mayoria
de libros de mecénica cudntica, por ejemplo ver las referencias [17, 18].

El operador Hamiltoniano de un oscilador arménico, de masa m y frecuencia 2, estd dado por

2 ﬁQ 1 2 ~2
Hyse = — + —mQ~ 2~ Al
osc m + 2m x ( )

. [ h
xr = EU, (AQ)

p = VmhQ, (A.3)

Haciendo el cambio

donde G y v son operadores adimensionales, se obtiene

. 1
H,,. = §hQ (\72 + ﬂz) . (A4)
Si ahora definimos los operadores
L1 -
o= —s(+), (A.5)
. 1 N
al = — (0 — iv), (A.6)
2
cuyo conmutador esta dado por
6,41 =1, (A7)

y a partir de los cuales,
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podemos escribir H,. de la siguiente forma

~

Hoso = =0 (V2 + 0%)

>t
2

<—% {(@")? —a'a—aa' +a’} + % {a*+ad'a +aa’ + (aT)Z})

NI~ N~ DN~
>t
o)

(a'a +aa’)

Usando el conmutador (A.7), afa = 1+ a'a, se puede escribir
e = 21O (2a'a + 1)
osc 2

= 1 (a*& + %1) : (A.10)

Asi, el problema de encontrar los valores y estados propios del oscilador arménico es equivalente
a encontrar los valores y estados propios del operador N = a'a y conduce a las expresiones

aln) = v/nln — 1), a'ln) = vn +1jn + 1), (A.11)
donde n es un entero positivo, n = 0,1,2,3,.... Ya que a hace que el sistema pase del |n)

al |n — 1), se le denimina operador escalera de descenso. De maera siimilar, a a' se le llama
operador escalera de ascenso. De (A.11) se puede ver que

N|n) = a'aln) = n|n). (A.12)

Asi, la ecuacién de valores y estados propios del oscilador arménico se convierte en

Hoeeln) = hQ (n + %) In), (A.13)

o sea que los valores y estados propios del hamiltoniano son

1
E, = hQ) (n + 5) valores propios,

{In)} ={]0),]1),|2),|3) ...} estados propios,

A.2. Hamiltoniano del Resonador

A.2.1. Cuantizacion del Circuito LC

La energia total en el resonador, circuito LC de la Figura A.1 estda dada por

Hp=-L +-2. (A.14)
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Figura A.1: Circuito LC correspondiente al resonador nanomecanico.

Para realizar la cuantizaciéon del circuito LC, y por tanto encontrar una expresion cuantica para
la energia (A.14), primero se comprueba que ¢ y ¢ son dos variables canénicamente conjugadas.
Para ello se usan las ecuaciones de Hamilton, veamos

._3H_é_
1= 56 =7=1 (A.15)
- 8H__g__

Las ecuaciones (A.15) y (A.16) conducen a las expresiones correctas para la corriente I y la
diferencia de voltaje V', entonces ¢ y qﬁ son variables candénicamente conjugados, por lo tanto
se puede cuantizar convirtiendo ¢ y ¢ en operadores § y gg que deben satisfacer la relacion de
conmutacion

G, ] = ihd. (A.17)

Las versiones cudnticas de las ecuaciones (A.15), (A.16) y (A.14) son

.0
-7 Al
¢= 7 (A.18)
A q
- 1@2 1 (%2
Hr=56%3T
Ly 1o,
=54 + 501 (A.20)

El operador Hamiltoniano (A.20) corresponde al Hamiltoniano del oscilador arménico, de masa
m y frecuencia €2, (A.1) siempre que se hagan las equivalencias

q<— T; G+— & =0; b+—p (A.21)

1 [k /1
L : — : Q — =4/— A.22
—m; C<—>k, > - 0 ( )

donde £ es la constante elastica asociada al oscilador.



A.2. HAMILTONIANO DEL RESONADOR

19

Utilizando el procedimiento de escritura del Hamiltoniano de oscilador armoénico en términos
de operadores escalera de la Seccién A.1 y las equivalencias (A.21) y (A.22) se puede escribir

N R | Fooop . q 9
4= —=(U+1) = —4 +1 ¢ a= +1
i ¢
:——l—’l—’
9% o
donde

/ C / L
qo = 2h\/;7 gbO = QH\/g

A partir de (A.23) y de la hermiticidad de los operadores ¢ y gg se obtiene

Entonces el Hamiltoniano (A.20), en términos de @ y af, queda escrito como

. 1
Hp = hQ (a*m 5) .

Reescalando la energia se puede escribir como

Hp = mQa'a.

A.2.2. FEM Inducida en el Circuito LC

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

Ahora calculamos la FEM inducida en el circuito LC debido al cambio de area expuesta a un

campo magnético constante.
La FEM inducida, se calcula mediante

dop

V=_—2
dt ’

donde el flujo magnético ®p esta dado por

@B:/é-da

B = Be,; da = dae, = dxdye,.

En nuestro caso

Asi, en la ecuacién (A.29),

T 0
By — / / (Be,) - (dwdye,) = Bla.
0 l

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)
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Reemplazando (A.31) en (A.28)

v -BY _pw_nm? (A.32)
dt m

Asi, la energia eléctrica estara dada por

U, = /Bl—d - —Bl/—d - —Bl/ (t)dx = —BII(t)z, (A.33)

y el operador cuantico Ue asociado a U, seréa

U. = —BII(t)&, (A.34)

donde, segin las ecuaciones (A.2) y (A.8) de la Seccion A.1 el operador Z esta dado por

h
~ — A A-i-
T 5 ) (a+a'), (A.35)
por tanto,
P h
- _ 54 gt
U, BII(t) 5 ) (a+a") (A.36)

Entonces, el Hamiltoniano del resonador estda dado por la suma de las ecuaciones (A.27) y
(A.36)

Hyary = iQa'a — BUI(t) (a+ah) (A.37)

A.3. Hamiltoniano de la Caja de Pares Cooper

Siguiendo la descripcién de Wiseman and Milburn [14] el Hamiltoniano de la caja de pares
Cooper esta dada por

~

i, = —%;(|N)<N+1|+|N+1)<N|). (A.38)

Donde N es el numero de pares Cooper (N € N), N es el operador nimero y |N) representa los
estados nimero. F; = hw; es la energia Josephson (w es la frecuencia Josephson) Considerando
unicamente los valores de N = 0, 1, la base de estados quedara restringida a {|0), 1)} v (A.38)
se convierte en

A= —2(0) 1] + [1){0)) (439

La representacién matricial de H, es

0)(1] — 211)(0] + 0[]

=5 ((1’ O). (A.40)
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Ademas, recordando la definicién del operador 6, de la teoria del momento angular 1/2,

6 = [0)(1] + [1)(0] = ((1) [1)) , (A.41)

la ecuacién (A.40) se puede escribir como

G (A.42)

A.4. Hamiltoniano de Interaccién entre el Resonador y
la Caja de Pares Cooper

Siguiendo la descripcién del Wiseman and Milburn [14], el Hamiltoniano de interaccién NARM-
CPB, en la base |N), esd dado por

— —4E, Z — 02| NY(N, (A.43)

donde E. es la energia de carga de la uniéon Josephson

62

Ec = )
20

(A.44)

e es la carga fundamental, Cs- es la capacitancia entre la isla conductora y el resto del circuito
Oy =2C; + Cy + Cp(2), (A.45)
7y es el operador efectivo de nimero de pares de Cooper

GV

779 26 9 <A46)

C, es la capacitancia ente la caja de pares Cooper y el voltaje de puerta polarizacion, Vg es el
operador voltaje total aplicado a la caja de pares Cooper, que puede ser escrito como

~

V, =Vl 4V, (A.47)

donde Vg(o) es un voltaje DC y V es un operador de voltaje del resonador

~

V= % (A.48)

Segun las ecuaciones (A.23), (A.24) y (A.25)
j= %(awﬁ) - M;C(fwa*). (A.49)

Por tanto la ecuacién (A.48) se convierte en
Y LT (A.50)
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y las ecuaciones (A.47) y (A.46) toman la forma

. . o
V,=VO1 + \/%(a +ah), (A.51)
. Cyn Gy PR,
=5,V 2\ 2@t @)
= 701 + &4, (A.52)
donde
C . O RO
A(0) — Z91/(0)]. - at A.
g 26‘/‘;] ’ 577!] 20( a+a ) ( 53)

Ahora reemplazando (A.52) en la ecuacién (A.43)

=—4EZ (N = 7)1 = 57,)" INY(N]. (A.54)

Ademas, considerando 7750) = % y restringiendo los valores de N a N € (0,1), lo cual se justifica

si 07, es pequeno, como para que en la CPB nunca exista mas de un par Cooper a la vez, la
ecuacion (A.54) se convierte en

2
= —4F, Z ((N — —) — 5779) |INY(N]|
1. ? 1. ?
— _4E, (51 - 5779) 10)(0] + 4E. (51 - 5779) 1)1
1. 1.
= a5, (1 00, + 00, ) 10101 + 45, (114 00, + 00,2 1)1
= E.1 4 4E.00, 6., (A.55)
donde hemos despreciado los términos (67),)? ya que 67, es pequeno, ademds, 1 = |0)(0] 4 |1)(1]

y 0, = |0){0] — |1)(1] es el operador de Pauli &, de la teorfa de momento angular 1/2.
Reescalando apropiadamente (A.55) se puede escribir como

H; = 4E 81,0, (A.56)



Apéndice B

Deduccién de la Expresion del Espectro
de Correlaciones a Dos Tiempos

Como se establecié en el Capitulo 2, el espectro de correlacién a dos tiempos se calcula con la
expresion

Sy(w) = %Re /0 T dre T (V(F)V(0) (B.1)
donde
V(r) = 1Bl 5= (@ (7) = a(r)),  V(0) = 1B |5 (a'(0) = a(0)). (B.2)
con lo cual
V)V (0)) = o (al(r)at (0)) — (! (ra(0) — (a(r)al(0)) + (a()a(0).  (B3)

Los términos (a'(7)a’(0)), (a'(r)a(0)), (a(r)a’(0)) y (a(r)a(0)) que aparecen en la funcién
(V(1)V(0)) se obtiene resolviendo la ecuacién maestra.

PR [I:It, p} + w(apa’ — atap — pata) + %(26_ﬁ&+ 6,6 p—p6,5.),  (BA4)
y utilizando el teorema de regresion cuantico.
En este Apéndice mostramos la deduccion detallada de la expresién analitica (3.1).

Usando (2.27) se obtiene,

[Hy, p) = [Ag646- + glacy +a'o_) + Aca'a — £(a+a' + xa'a + x(ala)?), p]
= Ay[646-, 0]+ glacy, p| + gla'o_, plA [a'a, p] + Ela, p] — €[aT, p]
+x[a'a, p + x[(a'a)?, o]
= —iN O O_p+ —iDN PO Lo —igad p+igpac, — igalo_p+igpato_
—iApata +iAaap + ifap — iépa + ifatap — ixalap +ixpata
—ix(ala)’p +ixp(a‘a)’. (B.5)

Asi la ecuacién (B.4) queda de la forma

23
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p=—iDNaG L 6_p+ —iDNapo 6_ —igadyp +igpad, —iga'6_p +igpato_ — iApala

+ il atap +ifap — i€pa +iatap — ixatap +ixpata —ix(a'a)?p +ixp(aa)?

+ r(apa’ — atap — pata) + %(2&,;3@ —6,6_p— poo)

_ (—z’Aa v %) GoG_p+ (—z’Aa _ %) pOLG_ — igac.p +igpac. —igale_p

+igpale_ + (—mc 42y + g) pata — (mc Fiy+ g) atap + icap — i€ pa

—ixa'ap +ixpata + 2kapat + 6 po (B.6)
Para resolver (B.6)se usard la base de estados {|7, k)} = {|0,0),0,1),|1,0)} donde j es el indice
del qubit y £ es el indice del resonador, la representacién matricial de p en esta base sera:

(005[00) (00[p|01) (00[p[10) £00,00 00,10 00,10
p=| (01]p[00) (01]p[01) (01]p[10) | = | Poroo Potor Porio | (B.7)
(10‘/5‘0(» <1O’P’01> <1O|ﬁ|10> ﬁlo,oo ﬁ10,01 /510,10

donde se debe cumplir que Tr(p) =

Segin (B.6), el elemento matricial pgo o satisface la ecuacion diferencial

dpoo,00 .
e _( iDg + 2) (00|00 p|00) + (zA - 2) (00|00 p|00)

—ig(00|ao 4 p|00) 4 ig(00|pac|00) — ig(00|a‘e_p|00)
+ig{00]pato_|00) + (i +2ix + g) (00| p"a]00)

(00]pJ00) =

<iAC +ix + g) (00" ap|00) + i£(00|ap|00)i& (00| p|00)

— ix(00a’ap|00) + ix(00|pa’al00) + 2x(00|apa’|00)
+ v(00|o— po4|00)

= 1£P01,00 — £P00,01 + 2KP01,01 + YP10,10 (B.8)
De igual forma

d . . . . .
% = (—iA¢ + 2ix + 2K) poo,o1 + 19p00,10 + 1€ po1,01 — 1 P00,00 (B.9)
d .
SPoot0 _ A ol £00,10 + 29P00,01 + 1€ Po1,01 (B.10)

dr 2
d . . . .

p;;:()l = 2Kp01,01 + 19Po1,10 — 19P10,01 T+ 1€P00,01 — %€ P01,00 (B.11)
d . . . . .

PC(Z);_,lo = <_’“5 —IX k= %) Po1,10 + 19pPo1,01 — 19P10,10 + 4§ Po1,01 (B.12)
d . .

P;;)_,m = —27p10,10 + 19P10,010 — 19P01,10 (B.13)
d . . . . .

p;;:OO = (1A — 2ix + 2K) poo,o1 — 19P00,10 — 1§ po1,01 + i€ Poo,00 (B.14)
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d : i : :

T _ —iA, + al £00,10 — 19P00,01 + 1§ Po1,01 (B.16)
dr 2

d o : : :

% = <Z5 tiX — K — %) Po1,10 = 19P01,01 + 19P10,10 — ¥§P01,017 (B.17)

En el limite de tiempo largo, el sistema permanece en un estado estable, tal que podemos tomar
Poo,00 = 1. Ademads, asumiendo forzado débil, sélo consideraremos transiciones entre el estado
base |0,0) y los estados excitados |0,1) y |1,0). Por tanto, la ecuacién (B.7) se reduce a

1 £00,10 00,10
ﬁ = £01,00 0 0 (B18)
pro00 0O 0

y del sistema (B.8)—(B.17) s6lo tenemos que considerar

dpoo,o1

i (—iAc + 2ix + 2K) poo,o1 + 19poo,10 — 18, (B.19)
d : i ,

P10 _ AV o £00,10 + 29000,015 (B.20)

dr 2
d . . : .

/)Cci);,oo = (iA¢ = 20X + 2K) poo,o1 — 19poo,10 + €, (B.21)
d .

R e e L T (B.22)

dr 2 ’ ’

Para las cuales se asumird que el estado inicial es el estado estacionario (p(0) = p*%).

dpikim
Las soluciones del estado estacionario se encuentran haciendo lek,l =0
T
(=il + 2ix + 2K) pio,o1 + 19050,10 — 1§ =0, (B.23)
- ny SS N SS -
(_ZAa - 3) Po0,10 + 1900001 + 1€ = 0, (B.24)
(1A — 2ix + 2K) poo.01 — 19P00.10 + 1€ = 0, (B.25)
) 1y . )
(—ZAa + 3) P00,10 — 190,01 + 1§ = 0. (B.26)
Usando Mathematica se encuentra
SS 5
Poo,01 = ) T (B.27)
(AC+2X)+ZH—(A;]T%)
SS g SS
Poo,10 = _—(Aa i Z-%)Poo,or (B.28)

La solucién del sistema de ecuaciones (B.19) y (B.20) se encuentra usando la transformada de
Laplace

L{pooo1} = Z{pooor} +19-L{poo10} — 19L{1}, (B.29)
L{poo10} = BL{poo.10} +19-L{po0o1}, (B.30)
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donde o = (A, +2x) — k y 8 = iA, — 2. Para simplificar términos se hace la sustitucién

£00,01(7) = f(T), poo,10(T) = 2(7), po0,01(0) z f(0) ¥ poo.10 = 2(0). Entonces,

LU (1)} = aZ{f(1)} +igZL{=(n)} —icL{1},
L{i(r)} = BL{a(1)} +igL{f(7)}.

Aplicando propiedades de la transformada de Laplace a (B.31) y (B.32) tenemos
sZ{f(T)} — f(0) = aZ{f(7)} +ilL{z(T)} — %
sL{z(1)} — 2(0) = BL{2(7)} +1ig.L{f(T)}.

Si nombramos Z{f(7)} = F(s) y £{

sF(s) — f(0) = aF(s) +i€Z(s) — — (s—a)F(s) = f(0)+iZ(s) — %
sZ(s) — z(0) = BZ(s) +igF(s) — (s=0)Z(s) = z(0) +igF(s).

Despejando F(s) y Z(s) de las ecuaciones (B.35) y (B.36) se obtiene
F(s) —f(0)s* —igz — f(0)2(0) + f(0)s + isg

s(g? + s2 — sa — sB + aff)
_ —if(0)gs — s*2(0) — s2(0)a + g€
s(g?+ s —sa—spf+aB)
Aplicando transformada inversa de Laplace, en Mathematica, se obtiene
o8 (et /~4g>H(0=0)2 +5)
- 2y/~4g? + (0= ) (¢ + ap)
+ (o + /497 + (a = B)? = B) B(f(0)a — i)
+¢*(f(0) (a + V=197 + (a = B)” - §) — 2i€))
oy a)

T/ AE T (@ - AR (g + ab)

+(—a+/—=4g? + (a — B)* + B) B(f(0)a — i€)

+ P (f0)(—a+ /—4g> + (a — B)2+ B) + 2@5)) + 7

2(1)} = Z(s) entonces queda
i«
s

9

Z(s)

f(7)

<2ig3z(0) + 2igz(0)af

(—2@'932(0) ~ 2igz(0)af

i3€

o4 (aty/ 102057 +5)
N 2v/—4g> + (o — )2 (¢ + af) <92Z(0)(_& +V—Ag? + (0= B) + 5)

+2(0)aB(—a+ v/ —4¢2 + (a — B)2 + B) + 2if(0)(¢° + gaB)
—l—gf(a — v/ —4g% + (a — B)? —1—5))

2(7)

o8 (e ~ag*H(0=0)2 +5) )
MV e v G LA R

+2(0)aB(a + /—4g2 + (@ — B)2 — B) — 2if(0)(g* + ga)
— g€(a+ /42 + (a — B)2 + B)) +

9&

+ af

g* +ap

(B.31)
(B.32)

, (B.39)

. (B.40)
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Para simplificar hacemos

Dy = 5(a+v/=4g” + (a = B)* + B), (B-41)
Dy = a+\/—4¢> + (a = B)? = 5, (B.42)
Dy = S(a+ V=AF + (@ = PR+ ) (B.43)
Dy = Lo~ Vg ¥ (@~ BP+5) (B.44)
Ds = —a++/~4g> + (a — B)* + 5, (B.45)

= /—4¢? + (o - B)?, (B.46)

con lo cual (B.39) y (B.40) se pueden escribir como

f(1) = p() £(0) + v(7)2(0) — ic(T)¢ (B.47)
() = v(7)f(0) + ¥(7)z(0) + &(7)¢, (B.48)
donde
u(t) = %GDIT + 2D—D456D37, (B.49)
v(r) = é—ieDlT + ;—5’56’332 (B.50)
1 D, pir, L (DiB 5\ pir
C(r) = g+aﬁ[_( 5 +g)e +E(T—g)e ], (B.51)
W(T) = 211)5(D eP1T 4 DyePsr), (B.52)
o(1) = m (%ZQDIT + %e”ﬁ + 1> : (B.53)

Entonces, recordando que f(7) = poo.01(7) ¥ 2(T) = poo.10(7), la solucién de (B.19) y (B.20) es

£00,01(T) = 11(7)poo,o1 + V(T)poo0 — ic(T)E, (B.54)
£00,10(7) = v(7)00,01(0) + 1 (7)poo,10(0) + &(7)E. (B.55)

Ahora se encuentran las expresiones para los valores esperados de los operadores @, a', 6_ y 6,
en términos de las componentes del operador densidad. Se debe recordar que para un operador
arbitrario O

(O(7)) = Tr[O(0)p(7)), (B.56)

donde p esta dado por (B.18) y los operadores a(0), a'(0), 6_(0) y 64 (0) se representan matri-
cialmente como
010 000
a0)=1{0 0 o}, at(0) 100 (B.57)
000 0 00
0 01 0 00
s_(0=[00 0|, s0=[00 0 (B.58)
000 1 00
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Entonces,
010 1 00,01 00,10 potoo 0 0
000 £10,00 00
00 1 pooot Poo 10 0
dT(O)p(T> = 1 0 £01,00 0 1 poo 01 00,10 (B60)
00 £10,00 0 0

£10,00 0 0

(e}
S O O O

000 1 00,01 P00,10
6+(0)p(r) =10 0 0] {poreo O 0 =
1 00 £10,00 0 0

Por tanto, segin la ecuacién (B.56), las expresiones para (
términos de las componentes del operador densidad son

Tr[a(0)p(T)] = po1,o0(7), ( )
af (0)p(T)] = poo,or(7), ( )
( )A(7)] _PIOOO< ) (B.65)
(B.66)

(a]
(a]

0

0

0

001 1 P00,01 00,10 £10,00
6-(0)p(r)= {0 0 0 poroo 0 0 = 0

0 00

0

0

0

) (B.62)
00,01 00,10
(a

(7)), (6-(7)) ¥ (64(7)) en

Q>

—~

3

~— —_
Nt

Procedemos ahora a utilizar el teorema de regresién cuantico.
Comparando las ecuaciones (B.64) y (B.66) con (B.9) y (B.10) se puede inferir que (a'(7)) y
(64 (7)) satisfacen el siguiente sistemas de ecuaciones diferenciales

(a*) = afa®) + (1) — i€ (B.67)
(04) = B(6+) +igla™) (B.68)
con a = i(A, +2x) — Ky B =i, — 3 y las condiciones inicales dadas por (B.27) y (B.28)

(@*) = . (B.69)
A+ 2x + ik — A +%
R g N
04 = 5 i) (B.70)
a 2

Siguiendo a Carmichael [12], podemos establecer el teorema de regresién cuantico como el sis-
tema (1.101) del libro Carmichael, ahora se busca llegar a la ecuacion (1.109) del libro, y queda
de la siguiente manera

d . . . .
E<A(t +7)O(t)) = M(A(t+ 7)O(t)) (B.71)
d - A A N
5 AMO(0)) = M{A(7)0(0)) (B.72)
En nuestro caso, segun la ecuacion ( debemos encontrar los valores esperados a dos tiempos

) e
(a'(1)a’(0)), (al(T)a(0)), {a(r) > y (a(7)a(0)). Determinemos cada una de estas cantidades
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(a) Calculo de (a*(r)a(0)). Si
=) v o0-(E) om

el teorema de regresién cuantico permite convertir el sistema (B.67)—-(B.68), que involucra
valores esperados a un tiempo, en en un sistema para valores esperados a dos tiempos

d

2@ (1)a(0)) = o{a™ ()a(0)) + (6+ (7)o (0)) — e, (B.74)
%(@(7)6—(0» = B(64(r)5-(0)) + ig(a™(r)a(0)), (B.75)

sujeto a las condiciones iniciales

(
0 00
=Tr 1 00
0 00

0 0
=Tr || pg00 0 0| =0 (B.76)
0 0

)

0 10 L ploor Pooo
000 poioo 0 0
000 Piooo 0 0

0 00 0 01 L pooor Poo.10
—7rr {00 o) {00 o] [pge 0 O
100/ \000) \piw 0 0

0 00
—7r || 0 o0o0||l=0 (B.77)
Piogo 0 0

El sistema (B.74)—(B.75) tiene la misma estructura matematica que el sistema (B.19)-

(B.20), por tanto su solucién tiene la misma estructura de las ecuaciones (B.54) y (B.55).
Asi, el término que nos interesa es de la forma

(@ (r)a(0)) = p(r) (@™ (7)a(0)) + v(r)(6+(1)5-(0)) — &(7). (B.78)
Al aplicar las condiciones iniciales (B.76) y (B.77) tenemos
(@ (r)a(0)) = =¢(7) (B.79)

(b) Caélculo de (a(t)a*(0)). Si

A(r) = <;_> y 6(0)= (Zi%) (B.80)

el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver es
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d

dr
d

dr

——(a(r)a* (0))
(0-(1)a-(0)) = B

a*{(a(r)a(0)) + ig(o_(r)o_(0)) + ic (B.81)

~(7)6-(0)) — igla(r)a* (0)) (B.82)

Q>

cuyas condiciones iniciales son

(@(0)a* (0)) = Trfa(0)a* (0)

=1Tr

)a™(0)p]
010 000 1 pooor poo,i0
000|100 |pouoo O 0
i 0 0O 0 0O £10,00 0 0
[ (1 pooor  Pooio
o 0 0 ||=1 (B.83)
\o 0 o

O O =

1 P00,01  £00,10
poioo 0 0
poo0 0O 0

1
0
0
0
ol|=o. (B.84)
0

Como (B.81)—-(B.82) tienen la misma estructura matematica de las ecuaciones (B.21) y
(B.22), correspondientes a las conjugas de (B.21) y (B.22), entonces su solucién es de la
forma dada en (B.54) y (B.55), pero compleja conjugada. Esto es,

(a(m)a*(0)) = p*(r)(a(r)a* (0)) + v*(7){6-(7)5-(0)) = ¢*(7) (B.85)

y aplicando las condiciones iniciales (B.83) y (B.84) se tiene

(a(r)a* (0)) = p*(r) = ¢*(7) (B.86)

(c) Caélculo de (at(7)a™(0)). Si ahora

se obtiene

Ar) = (fi) y 0(0) = (?Eg;) (B.87)
%<d*(7>d*<0)> = a(a’(r)a"(0)) +ig(61(1)5-(0)) — ie, (B.88)
i<&+<T>6:<0)> = B(6+(7)6+(0)) +1ig{a™(r)a"(0)). (B.89)
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Con las condiciones iniciales

(a(0)a™(0)) = Trla(0)a"(0)5(0)]
001 00 1 1 P00,01 00,10
=Tr 0 00 0 00 £01,00 0 0
[\0 0 0/ \0 0 0/ \piogo O 0
[ /0 0 0
=1Tr 0 00 =0, (B.90)
[ \0 0 0

y como en la ecuacién (B.77)

(64 (0)5_(0)) = 0. (B.91)

La solucién de (B.88)—(B.89) tiene la misma estructura matematica que (B.19)—(B.20),
por tanto su solucién tiene la misma estructura de (B.54) y (B.55). O sea

(@ (r)a*(0)) = u(r){a(r)a* (0)) + v(r){6-(7)6-(0)) — ¢*(7), (B.92)
y aplicando las condiciones iniciales (B.90) y (B.91),
(a(r)a* (0)) = =¢(7). (B.93)
(d) Calculo de (a(7)a(0)). Aplicando un procedimeinto similar al de las casos (a), (b) y (¢)
cuando A A
A(r) = (;) y O®) = (;%), (B.94)
se obtiene
a(r)a(0)) = —=¢*(7). (B.95)

Ahora, reemplazando los valores esperados hallados en las ecuaciénes (B.79), (B.86), (B.93) y

(B.95) en (B.3) obtenemos

NP I’B?2w, . . .

VEVO) = T2 (o) 1 () ) + ) - )
PR,

YV (7) (B.96)

Finalmente, reemplazando (B.96) y (B.49)en (B.1), se encuentra que el espectro de correlaciones
esta dado por

Sy (w) = %Re /0 " dre (0 (1) 7 (0))

1[232l2 . 00 )
= _;WWRG/O dre™™Tp*(7)

1 I’ B%?w & , Di . D; ..

— - 7 "R dre W [ =2 D17 4 T4 D3

— o0 e/o TE ( e + e
I?’B?l%w,

B.
A7 M ( 97)
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