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resultados numéricos obtenidos con el método de Runge-Kutta estocéstico orden dos y
orden tres indican que los métodos son eficientes y precisos para los casos de reactividad
constante y sinusoidal, sin embargo, de los métodos propuestos el método de Runge-Kutta

estocastico orden tres es el de mejor precision.

ABSTRACT:

The behavior of a nuclear reactor has stochastic nature and is modeled with a system of
stochastic differential equations of 1t6; with the aim of solving the stochastic differential
equations of point kinetics, this work describes and implements the numerical method of
stochastic Runge-Kutta order two and order three. The mean and the variance of the neutron
and delayed neutron precursor populations of the stochastic model are calculated for
different forms of reactivity: constant, linear and sinusoidal. One of the important advantages
of the proposed methods is that they need to develop few derivatives of the random functions
unlike other methods reported in the literature, another advantage is the low computational
cost because the methods do not require the calculation of the square root of the covariance
matrix. The numerical results obtained with the method of Runge-Kutta stochastic order two
and order three shows that the methods are efficient and accurate for cases of constant and
sinusoidal reactivity, however, of all the proposed methods, Runge-Kutta

stochastic order three method is the one with best accuracy.
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Resumen \Y;

El comportamiento de un reactor nuclear es de naturaleza estocastica y se modela con un sistema
de ecuaciones diferenciales estocasticas de 1td, con el objetivo de resolver las ecuaciones
diferenciales estocasticas de la cinética puntual, este trabajo describe e implementa el método
numérico de Runge-Kutta estocéstico orden dos y orden tres. Se calcula la media y la varianza de
las poblaciones de neutrones y de los precursores de neutrones retardados del modelo estocastico
para diferentes formas de reactividad: constante, lineal y sinusoidal. Una de las ventajas
importantes de los métodos propuestos es que necesita desarrollar pocas derivadas de las funciones
aleatorias a diferencia de otros métodos reportados en la literatura, otra ventaja es el bajo costo
computacional debido a que los métodos no requieren el calculo de la raiz cuadrada de la matriz
de covarianza. Los resultados numéricos obtenidos con el método de Runge-Kutta estocastico
orden dos y orden tres indican que los métodos son eficientes y precisos para los casos de
reactividad constante y sinusoidal, sin embargo, de los métodos propuestos el método de Runge-

Kutta estocastico orden tres es el de mejor precision.

Palabras claves: Densidad de neutrones, ecuaciones diferenciales de It6, ecuaciones estocasticas

de la cinética puntual, método de Runge-Kutta estocastico, precursores de neutrones retardados.



Abstract Vi

The behavior of a nuclear reactor has stochastic nature and is modeled with a system of stochastic
differential equations of 1t6; with the aim of solving the stochastic differential equations of point
kinetics, this work describes and implements the numerical method of stochastic Runge-Kutta
order two and order three. The mean and the variance of the neutron and delayed neutron precursor
populations of the stochastic model are calculated for different forms of reactivity: constant, linear
and sinusoidal. One of the important advantages of the proposed methods is that they need to
develop few derivatives of the random functions unlike other methods reported in the literature,
another advantage is the low computational cost because the methods do not require the calculation
of the square root of the covariance matrix. The numerical results obtained with the method of
Runge-Kutta stochastic order two and order three shows that the methods are efficient and accurate
for cases of constant and sinusoidal reactivity, however, of all the proposed methods, Runge-Kutta
stochastic order three method is the one with best accuracy.

Keywords: Neutron density, It6 differential equations, Stochastic point Kkinetics equations,

Stochastic Runge-Kutta method, Delayed neutron precursor.
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Capitulo 1

Introduccion

Un reactor nuclear es un dispositivo donde se realiza la produccion de energia nuclear
(Lamarsh, 2002). Aqui, la energia nuclear significa la energia liberada en el proceso de fision
nuclear. Este proceso ocurre debido a la absorcidn de neutrones por el material fisionable. El
reactor nuclear permite iniciar, mantener y controlar las reacciones de fision, la energia
extraida de este proceso se puede ajustar controlando la poblacién de neutrones. El reactor
nuclear se puede clasificar de acuerdo a los siguientes estados: subcritico, critico y
stpercritico; en el reactor subcritico la concentracion de neutrones disminuye a lo largo del
tiempo, en el critico el promedio de la poblacidn de neutrones se mantiene constante y en el
stpercritico la concentracion de neutrones aumenta con el tiempo. Los niveles de potencia
en reactores criticos y subcriticos son bajos, mientras que en el reactor supercritico el nivel
de potencia es alto. Tener un claro conocimiento de la dinamica del reactor nuclear permite
tener un control cuidadoso de la distribucion de neutrones para garantizar la produccion de

energia.

Las ecuaciones de la cinética (Hamanda & Aboanber, 2002a) permiten tener una idea de la
dindmica del funcionamiento tiempo-dependiente de un reactor nuclear, estas ecuaciones
modelan las funciones de densidad de neutrones y la concentracion de precursores de
neutrones retardados. Las ecuaciones de la cinética puntual son un sistema de ecuaciones
diferenciales deterministicas no lineales, sin embargo, la operatividad del proceso dindmico
real de un reactor nuclear es de naturaleza estocastico (Saha Ray & Patra, 2013b) (Stacey,
2018), la densidad de neutrones y las concentraciones de neutrones retardados varian
aleatoriamente con el paso del tiempo. En reactores criticos y sub-criticos el comportamiento
aleatorio en la densidad de neutrones y en la concentracion de neutrones retardados es
representativo, pero en reactores supercriticos el comportamiento aleatorio es imperceptible.
Las ecuaciones de la cinética puntual pueden usarse para estimar los momentos de primer y

segundo orden de las funciones aleatorias (Roussas, 2015).



11

Estudios previos han dado solucidn a las ecuaciones de la cinética puntual; considerando el
caso deterministico se encuentra reportado el método de solucion de series de potencia
(Aboanber & Hamada, 2002b), método de aproximacion constante por partes deterministico
(Kinard & Allen, 2004) y el método de Hamming (Suescun Diaz, Florez Ospina, &
Rodriguez Sarasty, 2012), para el caso estocéstico se encuentran reportados el método de
Aproximacion constante por partes (PCA) y Monte Carlo (Hayes & Allen, 2005), Euler-
Maruyama (EM) (Saha Ray, 2012), Taylor 1.5 (Saha Ray & Patra, 2013a), método
simplificado de cinética estocastica (SSPK) (Mohsen Ayyoubzadeh & Vosoughi, 2014),
modelo analitico exponencial (AEM) (Nahla & Edress, 2016a), modelo estocéstico eficiente
(ESM) (Nahla & Edress, 2016b), Método de doble diagonalizacion y descomposicién
(Double DDM) (Da Silva, Vasques, Bodmann, & Vilhena, 2016) y el método de Euler-
Maruyama implicito (implicit EM) (Suescun Diaz, Oviedo Torres, & Girén Cruz, 2018).
Hasta el momento no se encuentra reportada la solucién analitica de las ecuaciones de la
cinética puntual, por ese motivo los investigadores se han visto obligados a implementar
métodos numéricos para conocer el valor medio y la varianza de densidad de neutrones y la

concentracion de precursores de neutrones retardados.

Teniendo en cuenta los avances en métodos que dan solucidn a ecuaciones diferenciales
estocasticas y considerando el hecho de que no se encuentra reportada la solucién analitica
de las ecuaciones de la cinética puntual, surge el interés de implementar el método de Runge-
Kutta estocastico orden dos y orden tres (Tocino & Ardanuy, 2002) para dar solucion a la
ecuacion de la cinética puntual estocastica y asi estimar el valor medio y la varianza de
densidad de neutrones y la concentracion de precursores de neutrones retardados. EI método
de Runge-Kutta estocastico orden 8, es un método numérico que se obtiene al hacer coincidir
sus expansiones truncadas estocésticas alrededor de un punto para funciones suficientemente
suaves de I1td con la correspondiente aproximacion de orden 8 de Taylor. Las aproximaciones
por el método de Runge-Kutta tienen una ventaja considerable ante las aproximaciones de

Taylor, debido a que requiere determinar pocas derivadas.

En el Capitulo 2 se realiza una descripcion general de la dindamica de reactores nucleares, se

presenta el modelo estocastico que describe la cinética de un reactor nuclear conocido como
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las ecuaciones de la cinética puntual estocasticas. En el Capitulo 3 se desarrolla el método de
Runge-Kutta explicito estocastico orden dos y orden tres, se presenta la formulacion de los
métodos propuestos para las ecuaciones de la cinética puntual estocasticas. Los experimentos
numeéricos de la aplicacion de los métodos se presentan en el Capitulo 4. Los experimentos
numéricos consideran diversas funciones de reactividad que pueden depender del tiempo,
para uno y varios grupos de precursores de neutrones retardados, se usa el software
MATLAB para implementar los métodos numericos y asi conocer el comportamiento tiempo
dependiente de un reactor nuclear puntual. Finalmente, en el Capitulo 5 se presenta un
andlisis sobre las aproximaciones obtenidas en valores medios y en varianza de la poblacion
de neutrones y de la concentracion de precursores de neutrones retardados al implementar

los métodos numéricos de derivacion estocastica Runge-Kutta orden dos y orden tres.
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Capitulo 2

Dinamica de un reactor nuclear

2.1 Cadena de fision en reactores nucleares

Un reactor nuclear es un dispositivo en el que se produce energia, esta energia se obtiene por
cadenas de fision nuclear inducidas por neutrones. Dentro del reactor nuclear hay un
recipiente de acero cilindrico lleno de agua con una red de combustible nuclear compuesto

basicamente de Uranio y una fuente de neutrones.

La fuente de neutrones del reactor nuclear emite un neutrdn a alta energia, posteriormente el
neutrén entra en el agua haciendo que éste se ralentice progresivamente hacia un equilibrio
térmico. El neutrén de baja energia puede ser absorbido por la red de combustible en el
isotopo de uranio 238U, o inducir la fision en el is6topo fisible 233U al golpear la red de
combustible, en este caso el 235U se vuelve inestable quedando asi en un estado excitado. El
nicleo colisionado después de un corto tiempo alrededor de 10~*s, se divide en varios
fragmentos, normalmente se generan dos productos de fision, el nacleo libera neutrones de
fision de alta energia. Estos neutrones de fision liberados después de un corto tiempo se
etiquetan como neutrones térmicos. Los neutrones térmicos pueden llegar a producir nuevas
fisiones de ndcleos de la red de combustible obteniendo nuevamente en promedio dos

productos de fision, generando asi una serie de reacciones en cadena.

Los fragmentos de fisién producidos quedan en estado excitado, originando productos
radioactivos con elevada energia, los fragmentos de fision se desintegran después de una
reaccién nuclear de S, la liberacion de energia en la transformacion S puede llegar a ser lo
suficientemente grande para excitar el nacleo del producto hasta el punto en el que libera un
neutrén adicional de alta energia. La emision de estos neutrones adicionales sufre un retardo
desde el tiempo de desintegracion de las reacciones nucleares de S, el tiempo en el que los
fragmentos de fision decaen estd dado por la constante de decaimiento A, los grupos de los
fragmentos de fision reciben el nombre de precursor de neutrones retardados
(Houchmandzadeh, Dumonteil, Mazzol, & Zoia, 2015) . Los neutrones retardados pueden

llegar a iniciar nuevas cadenas de fision.
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Después del decaimiento de los productos de fision menos del 1% de neutrones aparecen, los
precursores de neutrones retardados, se asocian en seis grupos caracterizados porque tienen
aproximadamente el mismo periodo. Las apariciones de éstos neutrones retardados son
importantes en el control de un reactor nuclear. En promedio el nimero total de neutrones v,
tanto rapidos como retardados, emitidos por evento de fision es alrededor de 2.5, y por cada
evento de fision se liberan alrededor de 200 MeV de energia por reaccién. La dinamica del
sistema de un reactor nuclear es modelada por las ecuaciones de la cinética, donde la cinética
estudia el comportamiento temporal de la densidad de neutrones y de la concentracion de

precursores de neutrones retardados.

Para el correcto funcionamiento de un reactor nuclear es importante tener una reaccion en
cadena de fision estable y que el reactor opere a una potencia constante. Para que un reactor
nuclear funcione a potencia constante debe existir un equilibrio entre la tasa de neutrones
producidos en el proceso de fision con la poblacion de pérdida de neutrones a traves de la
absorcion o fugas. Cuando el sistema no cumple esta condicidn de equilibrio, indica que
existe una dependencia en el tiempo para la poblacion de neutrones y por tanto también para
el nivel de potencia del reactor nuclear, una de las razones por la que se presenta estos casos
es cuando el operador del reactor ajusta la barra de control para cambiar el nivel de potencia
alterando la multiplicacion del nucleo temporalmente. Es significativo predecir el
comportamiento de la poblacidn de neutrones en un nucleo del reactor inducidas por cambios
en la multiplicacion del nicleo a lo largo del tiempo, pues desde la multiplicacion dependera
la composicion del nucleo, la distribucion de densidad de temperatura del combustible o del
liquido refrigerante del reactor nuclear, el nivel de potencia del reactor y también el flujo de

neutrones, tema que es analizado por la cinética de los reactores nucleares.

2.2 Ecuacion estocastica de la cinética puntual

La cinetica de los reactores nucleares estudia la dependencia en el tiempo de los procesos
implicados en el comportamiento temporal del flujo de neutrones en el reactor. La
determinacion de las caracteristicas cinéticas de un reactor nuclear se conoce con la solucién

de las ecuaciones de la cinética puntual. Las ecuaciones de la cinética puntual modelan el
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comportamiento de un reactor al que se le considera Unicamente los efectos temporales. Esta
ecuacion estd formada por un sistema ecuaciones diferenciales no lineales fuertemente
acopladas para la densidad de neutrones y la concentracion del i-ésimo grupo de precursores
de neutrones retardados. En las ecuaciones de la cinética puntual existe una propiedad de
Stiffness o problema de rigidez, la cual esta presente solo en la respuesta temporal de la
densidad de neutrones rapidos, pero no en la de los precursores de neutrones retardados. Las
ecuaciones diferenciales se dice que son no lineales porque la funcién de reactividad p(t)
puede considerarse como funcién que puede depender del tiempo. La propiedad de stiffness
en la cinética del reactor surge de los drdenes de diferencia de magnitud entre los tiempos de

vida de los neutrones répidos y retardados.

La ecuacion de la cinética puntual deterministica (ver Apéndice A) esta formada por la
ecuacion de la densidad de precursores y la ecuacion de densidad de neutrones, donde la
ecuacion de densidad de neutrones se puede escribir en términos de capturas, nacimientos y

transformaciones de los neutrones

) —-1- 1-
T(;(tt) B [p(t) l a]n(t) - [#]n(t) + Zﬂ'ici(t) rqy O
capturas nacimientos tra%mn es
aCl' (t) _ & _ (2)
Fran ln(t) Aici(t)

siendo n(t) la densidad de poblacion de neutrones, c;(t) la concentracion de precursores de
neutrones retardados, i =1,..,m numero de grupo de neutrones retardados, p(t)
reactividad, g; fraccion de neutrones retardados del i-ésimo grupo de precursores, S fraccion
total de neutrones retardados, [ promedio de vida de los neutrones en el reactor, A; constante
de decaimiento para el i-ésimo grupo de precursores, v velocidad de neutrones de fision, g
es la fuente de neutrones, A;c;(t) es la velocidad con que el i-ésimo grupo de precursor de

transforma en neutrones y a = 1/1/- La tasa de nacimiento de neutrones debido a la fision

1-a-f

esta dada por b = ;— o,

la tasa de mortalidad de neutrones debido a las capturas o
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fugas es d = #1_“ y el término que indica el nimero de neutrones nuevos o nacidos en
cada fisibnes (—1+ (1 — B)v) .

Para derivar el sistema estocastico para la dinamica de un reactor puntual se va a considerar
un intervalo de tiempo muy pequefio At donde la probabilidad de que ocurra mas de un
evento durante el tiempo At es pequefia. Durante éste tiempo existen cuatro posibles eventos
para la poblacion de los neutrones dentro del reactor, éste cambio de las poblaciones de
neutrones y de la concentracién del i-ésimo grupo de precursor para cada uno de los eventos
esta dada por |4X,) = [An, Acy, Acy, ..., Acg]) donde k = 1, ...,4 es el nimero de evento. Los
eventos son: captura, fisién, transformacion de un precursor de neutrones retardados a un
neutrén y nacimiento de un neutron fuente, los cuatro posibles eventos con sus respectivas

probabilidades se evidencian en la Tabla 1.

Tabla 1. Posibles eventos de los neutrones dentro del reactor.
Cambio en la poblacion Cambio en la poblacion del i-ésimo

Evento de neutrones grupo de precursor Probabilidad
[An(t)] [Ac;(0)] [Py]
Captura -1 0 dn(D)ac
Fision —1+ A=A Biv bn(t)At
Transformacion 1 1 ey (O)4t
Nacimiento 1 0 ()t

Se propone gue los cambios en la poblacion de neutrones y en la poblacion del i-ésimo grupo
de precursor se distribuyen de manera aproximadamente normal; también se va a suponer
que la fuente externa produce neutrones aleatoriamente siguiendo un proceso de Poisson.
Ahora se va a calcular la media del vector de variables aleatorias An(t), Ac;(t), ..., Ac;(t),

la media se define como

4
E(lAf)):ZPkfk:P:lfl‘l‘szz +P3f3+P4f4_ (3)
k=1

Teniendo en cuenta los cambios en la poblacién de neutrones y de la concentracion de

precursores dados en la Tabla 1., el valor medio de los eventos es
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1 [-1+ 1 =B 11
| O I Brv I [—1]
E(|4x)) = dn(t)At| 0!+ bn(t)At| B,V |+ Aici(t)4t|—1|
l 0 . l [)’;v J l—1J (@)
1
0]
+ q(t)At 0|
N

Reemplazando en la ecuacion (4) los valores de la tasa de nacimiento de neutrones por fision

b, el nUmero de neutrones nuevos, la tasa de mortalidad de los neutrones d, se obtiene

(p ﬁ)n(t)+ZAc(t)+q(t)
[An(t)] B
| 4dcy | —ln(t) Ac
E(ax) =E|| Ac, | | = ﬁ At (5)
: —Zn(t) AyCp
Acg .
&n(t) AeCe

Ahora se va a calcular la varianza (o) del vector de variables aleatorias

An(t),Acy(t), ..., Ac;(t), la varianza se define como

0(147) = D PTNE = PTG + P (Gl + PolTa) (Tl + PlEN Tl (6)
k=1

Reemplazando en la ecuacién (6)las probabilidades para cada evento, los valores de la tasa
de nacimiento de neutrones por fision b, el nimero de neutrones nuevos, la tasa de mortalidad
de los neutrones d, se obtiene

o(]Ax)) = B At (7

donde
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¢ a a Am
~ a; b1 by bim
B = | a, by1 by, bym | (8)
|-am bm 1 bm,Z bm mJ
m
= yn(®) + ) Aei(t) +q
i=1
_—1-p®)+28+ (1 - p)%v
B l
_bi
[(1 Blv — 1n(t) — Aici(t)
ﬁ ﬁ
bij = —2n(t) + 8;¢;(t)
y 6;; representa el delta de Kronecker.
Segun el teorema de limite central (Allen, 2007)
|Ax) — E(|Ax))
n) = —F— ©)
a2 (|Ax))

donde |n) es un vector de variables aleatorias con distribucién aproximadamente normal con
media 0 y desviacion estandar 1y se define como |n) = [11,75, ..., 0i+1]7 . Reemplazando
las ecuaciones (5) y (7) en la ecuacion (9) se obtiene

[ n(t + At) —n(t)
c(t +A4t) — cq(t) ]
14%) = | ¢, (t + 4t) — ¢, (D) |

e (t+ AL:) - Cm(t)

(20=F), <t>+zul<t)+q<t)
n (10)
1
&n(t) Aicy |[ ]
- ﬁl At +B /zlns I\/_
—zn(t) AyCy
L Mo
BTmn(t) AmCm
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Evaluando la ecuacién (10) en el limite cuando At — 0 se obtiene un sistema de ecuaciones

diferenciales de It

gy _1dW (11)
W—A(t) +F(t)+BZE
donde
[0
0 =c| 12
;.
p(t)l—ﬁ PR .
A = % 0 -4 .. 0 13)
B |
- 0 0 A
I[q(t)1|
_ 0
F(t)=| 0 | (14)
o]

B esta dado por la ecuacion (8) y W es el proceso de Wiener. Cuando en la ecuacion (11) la
matriz de covarianza B es igual a cero, ésta corresponde al caso deterministico de la cinética

puntual.

La ecuacion de la cinética puntual estocastica dada en la ecuacion (11) involucra una variable
aleatoria x en la cual sus incrementos a lo largo del tiempo estan dados por una parte
deterministica mas una parte aleatoria, éste tipo de ecuacion corresponden a la ecuacion

diferencial de 1t6 la cual es de la forma

dX; = a(t, X )dt + b(t,X))dW, enty<t<T (15)
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Donde dW; es un proceso de Wiener m-dimensional, las funciones a = a(t,x) y b = b(t, x)
estan definidas y son medibles en [t,, T] X R y satisfacen las condiciones ligadas tanto a
Lipschitz como al incremento lineal en x, con el fin de asegurar la existencia de una solucion

unica de la ecuacion diferencial estocastica con condicion inicial X, = Xj.

Para dar solucion a la ecuacion (11) se pueden implementar métodos numeéricos estocasticos
como Euler-Maruyama, Taylor entre otros (Kloeden & Platen, 1992). En el siguiente capitulo
se desarrolla el Método de Runge-Kutta estocéastico de orden dos y orden tres para dar

solucion a ecuaciones diferenciales de It6.



21

Capitulo 3

Método numérico de Runge-Kutta estocéastico

El esquema de Runge-Kutta estocéstico explicito de etapa s (Tocino & Ardanuy, 2002) esta

dado por
N m S
_ _— 7 K k 1k
X1 = Xn+AZaja(tn+ujA,nj)+ZAWn Zﬁj b (t, +uj4,m;))+R  (16)
j=1 k=1 j=1
donde
p =0
N1 = 4&n

j-1 m j-1
_ K .
ny=Xn+4 Z Aja(ty + pia,m;) + Z AW, Z Vi b¥(ty + mia,m)  j=1,..,s

R es un término apropiado, o;, pj, Bjk, Ai,,-,yijk son constantes numéricas y AW,, representa
movimientos Brownianos. Los parametros y el término R debe elegirse para que la
aproximacion dada por la ecuacién (16) sea B —equivalente al orden simplificado del
esquema {3 de Taylor. Una desventaja considerable de los esquemas de Taylor simplificados
es que requiere determinar muchas derivadas, para evitar esta desventaja en el esquema de
Ruge-Kutta, el término de ajuste libre se elegira de tal forma que para cada familia de
parametros el nimero de derivadas en R debe ser notoriamente mas pequefio que en el
esquema de Taylor. Las funciones a y b son expansiones truncadas de segundo orden, éstas

expansiones estan dadas por
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(t + 4,X, + AX) A+Z pxl + +Z _0f AZ+
Jlerat = 61:2 ot ox! 0x) | 2
i,j=1
c af 1L & acy 3f
S5 (St s
£ Ox* 2 L dx! | 0xt 9xJoxk
=1 L,J,k =1
d a7
1 i 0*f AZ 0%f AXIAX
— cY ekl ——— —_ Z n
4 £ 0xt 0xJoxkox! Oxiox)
L,jk,l i,j=1
d
azf .
AAX?
Z atoxi Z o axl 9x1 Ox 0x*
=

Para el caso escalar d = m = 1 y considerando que ¢ = b? en la ecuacion (17)

ft+4X, +AX)( ) [+ fiod + fordx + fo (A;() + (f11 +%b2 fo3) 4AX

1 4
fao + b2 + b7 bos for + 3" or| 5

(18)

altig(t . .. A .
Se implemento la notacion g;; = % por simplicidad. Los movimientos brownianos

AW en el caso escalar son de la forma

|E[aW,]| + |E [(aW,) - 4| + |E[(am)’]| + |E [(aW)" - 322]| + |E [(aW)°]| < K 2®
donde K > 0. La combinacion lineal de productos de la forma 4 (AVT/)j parai=0,1,.. Yy
j =0,1, ... para la aproximacion = 2 corresponde a
AAW‘AWJ( ) {AZ SIL#)
0 sii=j

) 34AWE  sii=j=k

AW AWIAWY ™ 75 4AW!  sij=k #i (19)
o sii#j,izk,j*k
o - i+t jm 5
AL (AW (Awm)’ () sii+hT]m2§
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3.1 Esquema de Runge-Kutta explicito estocastico orden dos

Para obtener el caso general de un esquema de Runge-Kutta de segundo orden etapa tres, se
considera en la ecuacion (16) s > 2 parael casoescalard =m =1

X1 = X, + aiad + aya(t,,n)A + 1AW + B,b(t,, AW +

o~ 20
B4b (1, AW + R (20)
donde
T, =1t, +pa
n = X,, + Aad + ybAW
1 = X,, + Aad + YbAW
=X, + dad + 7bAW
a = a(ty, X,) Y b = b(t,, X,). A partir de la ecuacion (18) se obtiene a(z,,7n)
(2) - 1 N2
a(tp,n)  atapud+ a01(/1aA + ybAW) + anz (AaA + ybAW) +
1 1
E(azo +b%ay; + b3 byy ags + Zb4a04) (ud)* + (21)

1 .
(a11 + Ebz a03> ua(Aad + ybAW)

Se multiplica en la ecuacion (21) a ambos lados por 4y se tiene cuenta las 2-equivalencias

dadas en la ecuacion (19)

2 |
a(tn,1)4 (~) ad + a;oud? + aagA4? + ag by A(AW) + anzbzyzdz (22)

Con éste mismo procedimiento se calcula b(t,, DAW y b(t,,, 1) AW

(2 ~ - ~ - _
b(t,, MAW (~) bAW + bbby yAW? + byoudAW + aby AAAW + abby,Ay 4% +

1 3 ~
b (bll + Ebz bog) ‘UVAZ + EbzbOZVZAAW (23)
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(2)

~

b(t,, HAW = BAW + bby17AW?2 + byoudAW + aby; AAAW + abby, A7 A2

24
1 2 = 2 3 2 =2 T 9

Reemplazando las ecuaciones (22-24) en la ecuacién (20) se obtiene
Xns1 = X+ (B + By + B3) bAW + (a; + az)as
+ (B27 + B3¥)bbog1 AW? + ayyag, bA(AW)
+ (B + B3)ubyo AAW + (Bo 1 + B3 1) aby, AAW

3 _ —
+ E (ﬁzfz + ﬁgyz)bzboszW + azﬂalodz + azl’{ao]_aﬂz (25)

1 B _ 1
+ E“zaozyzbzﬁz + u(Bav + B3¥)b <b11 + Ebz bos) 42

+ (B A7 + B3A7 )abbgy 4% + R

Se compara la aproximacion anterior con el esquema simplificado de Taylor de orden dos el

cual estd dado por

_ _ - 1 - 1 1
Xn_+_1 = XTL + bAW + a4 + Ebb()l(AWZ - A) + E(alo + aagq + Ebzaoz) Az
(26)

1 1 ~
+ E(blo + ab01 + Ebzboz + ba01> AAW

Para que el esquema dado en por la ecuacion (25) sea S-equivalente al esquema de la
ecuacion (26), se debe cumplir las siguientes igualdades

1 _ = 1
Pr1+ P+ P3=1 Bl =5 ,32/1]7"',33/1)7:5
1 1 I |
aA = 5 P2A + f3A = 5 B2V + B3V <
6
1 1 1 (27)
—~N2
@y =3 (B2 + Badu = 3 R == bbo ((AW) - A)
ay’ = 2 Ba¥ + B3I =0

Con éstas igualdades se observa que el sistema tiene solucién Unica cuandoy = u=41=1

ya, =a, = 1/2. Sustituyendo éstos valores en la ecuacion (27) se tiene
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,8—1 _ 1 3y?

173 b =612 b =erit2

7:_i 7#0 I=1=1
3y

Entonces, el esquema de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres corresponde a

_ _ 1 1 _ _ 1 —~
Xpni1 = Xp+-a4d +§a(t" +4,X,+a4+bAW)4 +§ bAW

2
+ m b(tn +4,X,+ad+ fbAW)AW (28)
372 _ 1N 1 2
‘ooz (tn +4,%, + a4 —3—]7bAW)AW + 5 bboy ((AW)” - 4)

El esquema dado en la ecuacion (28) es 2-equivalente al esquema de orden dos de Taylor.

3.2 Esquema de Runge-Kutta explicito estocastico orden tres

Para encontrar los esquemas de Runge-Kutta de tercer orden se considera ecuaciones
diferenciales estocésticas escalares (d = m = 1) con coeficiente de difusion constante

b(t,x) = b. De la ecuacion (16) se deduce un esquema de Runge-Kutta de tres etapas

X1 = Xy + [0 + apa(ty, + pp4,m5) + azaty, + uz4,m3)14 + ppAW + R (29)

donde

Ny = X, + A1a4 + y,bAW

N3 = Xy + 23104 + A3a(ty, + p24,15) 4 + y3shAW
a = a(t, X,)

b = b(ty, Xn)

Para calcular a(t,, + u,4,1n,)4y a(t, + ps4,1n3)4 se debe implementar las expansiones de

tercer orden las cuales estan dadas por
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3) 1., 14%
fE+4,X +AX) " foo + fiod + for1AX + [fzo —Zb fm]? + f114AX

(AX)? 3, 3, 1.\
+fozT+(fo3+§b fzz"‘zb f14+§b foe)?
(AX)3

6

, (30)
A4°AX

2

1
+ o+ (for + 7 fus + 7 b fos)

1 AX)?
+ <f12 +§b2 fo4>A(2 )

Se debe tener en cuenta para la aproximacion g = 3 la combinacion lineal de productos de
la forma 4% (AW)’ parai = j = 0,1, ... la cual corresponde a

A(AVT/)3 (i) 342(AW), AZ(AW)Z (i)43, Ai(AVT/)j (i) 0 sii+ é = % (31)

Se calcula a(t,, + pu,4,1m,)4y a(t, + us4,n3)4 a partir de las ecuaciones (30) y (31)

(3) v 2, 1 2 2 43
a(ty + up4,m2)4 "~ ad + agy,bAAW + ayop, 4% + Eaa03b A21y3 4

1 . _
+ aa01/12142 + anzbZVZZAAWZ + allbﬂzyzdzAW

-1 ~
+ aaozblz:l)/zdzAW + §a03b3}/2342AW + aa11/‘1.21‘11243
2 (32)

1 b 1
+ (a12 + Ebz a04)7)’22l1243 + §a2a02/151413

1 b? 1
+ (a12 + Ebz a04)7)’22#243 + Eaaosbzﬂzﬂ’zzﬁg

1 b* ) 3
+§ azo—zam U= 4
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3 —
a(t + ps4,m3)4 (N) ad + a oz 4? + ag by AMW + aay; (A3, + A3,) 42

+ ad1bA3272, 22 AW + ag1a40d3202 4% + afyadz525, 43

1 2 2 43 1 4 “32 3
+§a01a02b Asay34° + azo—zb o4 TA

2

2ATR 5, b 2 A ATI2
+ ay1buzy3 A°AW + aaqqpz(A31 + A32)4° + ?aoz)’s AAW (33)

b3 - ~

+ ?a03y§A2AW + aaozby:,; (131 + /’132)AZAW
1

+ 5 (A31 + A32)%a%ag, 4% + agya9;b?A3,y3y, 43

bZ 2 . b2
+ <a12 + > 6104> 7#3V3242AW2 + ?aaoﬂg@m + A32) 43

Reemplazando las ecuaciones (32) y (33) en la ecuacion (29) se obtiene

Xn+1 = Xn + BbAW + (al + az + ag)aA + aOlb(azyz + a3]/3)AAW

1
+ 5 [2a10(a2pty + asps) + 2aag; (az2z1 + az(Azy + A33))] 42

1
+ 3 [6bag,asds2y2 + 6abagy (24,17, + a3v3(A31 + As2))
+ 6bay; (aztizy2 + azpzys) + 3ag3b® (azy3 + azy3)|42AW

1 ~
+ anzbz(azyzz + azy3) AAW? + ag1 103 Az, 43
(34)

1
+ 5 6aag; asAy1ds; + 3a91a02b*az Az, (V2 + 2v3)

+ 3ayo(aau* + azps?) + 6‘1‘111(“2#2/121 + azuz(43; + /132))
+ 3‘1“03172(“2/121)/22 + asyi(Az, + /132))
+ 3b%ay,(aauyv5 + aspizys) + 3a%agy (@451 + az(Az1 + 132)?)

1
+ Zb4 a04[6(a2,uzy22 + a3,u3]/3?) - 3(“2#22 + 053#32)] 4 +R

Se compara la aproximacién dada por la ecuacion (34) con el esquema simplificado de Taylor

de orden tres, el cual corresponde a
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- L1 1
Xpni1 = X + bAW + a4+ aybAZ + > [am + aagq + gbzaoz] 42

+=[ba2;, + 2bay; + 2abay; + b3ags]4%(AW)

= O\

2 1 1 3 35
+ - zaozd(AW) + ga01a10A3 + g [aa(z)l + Ebza()laoz + azo ( )

)

1
+ 2aa11 + b2a12 + aa03b2 + a2a02 + Zb4a04:| AS

Para que el esquema dado por la ecuacion (34) sea B-equivalente al esquema de la ecuacion

(35) se debe cumplir las siguientes igualdades

_ 1
p=1 A2f2Y2 T A3h3Yz =3
aq + a, + az = 1 1
L QylzY5 + aspsys = 3
A3A32V2 ==
i 33272 (Y2 + 2y3) = %
A3lpAzy = P

1
. Ay + az(A3g + A33) = 2
a3dzd3, ==
° L A1V + azy3(A31 + 43,) =

Qalp + Azl =
? . UapipAzq + azpz(A3g + A35) =
arp? + azps® = 3

Wik Wk Wik

ayA21V5 + azyi(Azq + Azp) =
2 2

azy; + azys =

a5, + az(A3q + A35) = %

Wik W]k

ayys + azy; =

y R = ag;b[AZ — (azy; + asys) AAW] + 1—12b2a02. Se reduce algunos términos

Y2= MU 1
o wa, + piaz = 3
V3 = U3
1
A1 = Uy wa, + pdas = 3
Y2+2y3=3

Ma02Y5 + H3azys = 1
Az1+ A3 = s 3
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YR =ayub [AZ — %A(AVT/)] + 1—12b2a0242. Ahora se encuentra a, y a3 para establecer la

familia de pardmetros que dan solucién a la ecuacion (34), para ello se resuelve el siguiente

sistema de ecuaciones

UaQp + U3z = 1/2

H’ay + pztas = 1/3

Obteniendo
1 1
Fhs—3 M3 # Uy
Oy = ———
2 Mz (M3 — Hg) Mz # 0
3 2F2 1 _ 1
g = ————— — _ = 2 2
37 a0 — 1) R—a01b[AZ 2A(AW)]+12b g4

La familia de parametros que dan solucion a la ecuacion (29) se obtiene al calcular las raices
del polinomio 645 —17 4 +154, —4=0. Para la primer raiz u; = 1 no es posible obtener
una familia de parametros porque incumple la condicion us; # u,, la familia de pardmetros

. 1
para la sequnda raiz u; = >

13 3 1
H2=Y2=7\21=2,7\31=3_2,}\32=_210(1=_,a2=_:0(3=_1\’3=_ (36)

3

Reemplazando la ecuacién (36) en la ecuacion (29)

_ _ N 1 1 8
Xps1 = X + AW + —ad + —a(t,, ¢ )4 + = a(T,, p,)4
12 36 9 37

1., 01
+ 15 b%a02 4% + bay, [AZ —EA(AW)]

donde

Tp =ty +24
T, =t +1A
n-— “n 2

©n = X, + 2bAW + 2a4

b, =X +1bAW+13 A+3 ( )4
(pn - 4n 2 32 a 32 a Tn’(pn
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- , P 4
La familia de pardmetros para la tercera raiz p3 = 3 corresponde a

1 4 1 1 8
Hz=Y2=7\21=§,Y3=§1a1=—§aa2=11a3=§,7\31=—§v7\32=4 (38)

Reemplazando la ecuacién (38) en la ecuacion (29)

_ _ 1 1 1
X1 = X, + bAW — gaA + a(t,, @,)A4+ ga(Tn, Pp)A+-—h?ay,4?

) 12 (39)
+ bay, [AZ -5 A(AW)]
donde
T,=ty,+-4
T,=t,+=4

_ 1 1
On = Xp +=bAW + =a4
3 3
. _ 4 8
On = Xp+ gbAW —§aA + 4a(t,, p)4

Los esquemas dados por las ecuaciones (37) y (39) son equivalente al esquema de orden tres
de Taylor simplificado y se conoce como esquemas de Runge-Kutta estocasticos de orden

tres.

3.3 Implementacién de los esquemas de Runge-Kutta estocastico a las ecuaciones de la
cinética puntual

Las ecuaciones de la cinética puntual descritas en la ecuacion (11) corresponden a un sistema

de ecuaciones diferenciales estocasticas de It6, la cual se puede escribir como
d¥ = [A()% + F(t)]dt + B(t, %) /2dW (40)
Donde dW es un proceso de Wiener estandar o movimiento Browniano estandar. Este

movimiento Browniano definido en el intervalo de tiempo [t,, T] es una variable aleatoria

W (t) que depende continuamente de t € [ty, T] Yy satisface las siguientes tres condiciones:
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1. W(0) = 0 con probabilidad 1.
2. Para0 < s <t < T lavariable aleatoria dada por el incremento de W (t) — W (s) se

distribuye normalmente con media cero y varianza t — s, equivalente a

W(t) — W (s)~/(t — s)N(0,1)
donde N(0,1) hace referencia a una variable aleatoria de distribucion normal con media
cero y varianza uno.
3. Para0<s<t<u<v<T los incremento W(t) —W(s) y W(v) — W (u) son
independientes.
Teniendo en cuenta la ecuacion diferencial de It6 dada por (15) y comparando la ecuacion de

la cinética puntual estocastica (40), las funciones a(t, x) y b(t, x) corresponden a

a(t,x) = A(t)x + F(t)

o (41)
b(t,x) = B(t,x)2

donde 4, F(t) y B estan definidas en las ecuaciones (13), (14) y (8) respectivamente. La

solucion de las ecuaciones de la cinética puntual (40) implementando el método explicito

Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres (28) corresponde a
=2

~ 1 ~ R PN
B(Tn, pn)2 + B(Tn, pn)2| AW,

1 . 1
Fast = T+ |= Bty F)Z + — S

+ 2 TA®) % + F(6) + Fla)

+ A(T){%, + A(tn)¥n 4 + F(tr) 4314 (42)
1 ~ 1.

+ 5 A@)B(t %,)2 (AW, ) 4

~ 1
LdB(tn, ¥n)2

+ = B(ty, %,)2 iz,

((AWn)Z - A)

N =

donde

T,=th, +4
> ~ 1
On = Xn + A(tn)Xnd + F(ty) 4 + YB(tn, X,)2AW,

5 1 . 1
Pn = Xn + A(t)¥nd + F(t,)4 - 3_73“"' Xn)ZAW,
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La solucion de las ecuaciones de la cinética puntual descritas en la ecuacion (40)
implementando el método explicito Runge-Kutta estocastico orden tres dado por la ecuacion
(29) corresponde a
_ N SNPGE | = 1 1_
Tass = T+ Bln T)IAW + AT, + F(6) + 5 A0 + 5 F (1) 2
8 ) " (43)
+ 2 (AT)G, + FT1A + A6, 72 02 — 2 a(a))|

donde

T, =t, +24
T,=t +14
n=hTs

¢, = X, + 2bAW + 2a4

1bAI/T/+13 A+ > ( )4
2 3244 T3 B Pn

Pp = Xp +
En la siguiente seccion se implementara el método de Runge-Kutta estocéstico orden dos
etapa tres y orden tres dados por las ecuaciones (42) y (43), para resolver las ecuaciones de
la cinética puntual, se desarrollan seis experimentos numéricos con diferentes valores de

reactividad para uno o seis grupos de precursores de neutrones retardados.



33

Capitulo 4

Resultados

En ésta seccion se implementa el modelo explicito de Runge-Kutta estocastico orden dos
etapa tres descrito por la ecuacion (42) con y = é y el método de Runge-Kutta orden tres

segun la ecuacion (43), usando el software computacional MATLAB. Se desarrollan varios
experimentos numéricos donde se considera uno y seis grupos de precursores de neutrones
retardados con diferentes formas para la reactividad p(t), condiciones iniciales y datos
experimentales. Debido a la naturaleza estocastica del proceso dindmico explicado por la
ecuacion de la cinética puntual, para el desarrollo computacional se consideraron
simulaciones numéricas con 5000 trayectorias Brownianas, en la simulacion se genero los
numeros pseudoaleatorios con distribucion normal con la semilla 200 implementando el
comando de Matlab ‘state’. Las aproximaciones obtenidas con el método explicito de Runge-
Kutta estocastico orden dos etapa tres (RK2-3st) y orden tres (RK3) son comparadas con
métodos reportados en la literatura como PCA, Monte Carlo, Taylor 1.5, AEM, ESM, Double
DDM y EM implicito. Para comparar con los valores medios se usa el método deterministico
de Runge-Kutta orden cuatro (RK O(h*)) con tamafio de paso de h = 0.001 s.

4.1 Primer experimento numerico

El primer experimento numérico considera Gnicamente un grupo de precursores de neutrones
retardados en un reactor nuclear, se emple6 los siguientes pardmetros: constante de
decaimiento 1; = 0.1s™1, fraccion de neutrones retardados S; = f = 0.05, neutrones de
fision v = 2.5, fuente externa de neutrones g = 200s~?, tiempo de generacion de neutrones
[ = 2/3s; se empleo una reactividad constante p = —1/3, N = 40 pasos en el intervalo de

tiempo [0,2](s) y la condicion inicial asume valores de equilibrio ny) = 400 y Cigy =

300. Se muestra graficamente los resultados obtenidos con el método de Runge-Kutta
estocasticos orden dos en la Figura 1(a) y orden tres en la Figura 1(b), en estas figuras se
grafican la densidad de neutrones y la suma de densidad de precursores en funcion del
tiempo, se consideran tres densidades de muestras diferentes (linea negra, verde y azul) y la

densidad media (linea roja).
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Figura 1. Variacion de la densidad de neutrones y precursores de neutrones retardados para
el primer experimento numérico con reactividad p = —é (@) con el método de Runge-Kutta
estocastico orden dos etapa tres y (b) orden tres.
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La Tabla 2 presenta los valores medios y la varianza de la densidad de neutrones y de la
concentracion del primer grupo de precursores de neutrones retardados. Esta tabla muestra
que el método de Runge-Kutta orden dos etapa tres logra vencer el problema de rigidez
caracteristico de la cinética puntual, éste método presenta aproximaciones muy cercanas al
método de Montecarlo en los valores medios de la densidad de neutrones y de la
concentracion de precursores; con respecto a la aproximacion de segundo momento, el
método logra disminuir la varianza de la densidad de neutrones y concentracion de
precursores comparado el método de Euler-Maruyama explicito. EI método de Runge-Kutta
estocastico orden tres también logra vencer el problema de rigidez de la cinética puntual, el

método presenta aproximaciones muy cercanas al método de Montecarlo en los valores



35

medios de la densidad de neutrones y la concentraciéon de precursores; la varianza para la
suma de precursores con éste método es menor al método PCA y EM, la varianza para la
densidad de neutrones es menor al método EM y muy similar a los métodos de Montecarlo,
PCA, AEM, Double DDM, implicit EM (Hayes & Allen, 2005) y RK23-st.

Comparando los valores medios de los métodos propuestos, Runge-Kutta estocastico orden
dos etapa tres y orden tres, con el método deterministico de Runge-Kutta orden cuatro se
observa en la Tabla 2 que los métodos propuestos son eficientes para calcular las ecuaciones
de la cinética puntual con reactividad constante y un grupo de precursores de neutrones

retardados.

Tabla 2. Comparacion de métodos para un problema de un grupo de precursores de

.. 1
neutrones retardados con reactividad p = — p

Método En2)] o[n(2)] EXic(2)] o[Xic(2)]
Montecarlo 400.0300 27.3110 300.0000 7.8073
PCA 395.3200 29.4110 300.6700 8.3564
EM 412.2300 34.3910 315.9600 8.2656
AEM 396.2800 31.2120 300.4200 7.9576
ESM 396.6200 0.91990 300.3000 0.0016
Double DDM 402.3500 28.6100 305.8400 7.9240
Implicit EM (Hayes & Allen, 2005) 399.7100 31.4310 299.7700 7.9411
Implicit EM (Suesciin Diaz, et al., 2018) 399.9874 0.5439 299.8730 6.8405
RK2-3st 399.7225 31.7264 299.7662 8.0793
RK3 399.9079 31.8857 299.8090 8.1971
RK O(h*) 400.0000 - 300.0000 -

4.2 Segundo y tercer experimento numérico

En el segundo y tercer experimento numérico se consideraron seis grupos de precursores de
neutrones retardados en un reactor nuclear, se usaron los pardmetros caracteristicos de
precursores de 233U los cuales corresponden a : constante de decaimiento A; =
[0.0127; 0.0317; 0.115; 0.311; 1.4; 3.87]s~ 1, fraccion de neutrones retardados pB; =
[0.000266; 0.001491; 0.001316; 0.002849; 0.0000896; 0000182], fraccion total de
neutrones retardados = 0.007, neutrones de fision v = 2.5, fuente externa de neutrones

q = 0s~1, tiempo de generacion de neutrones I = 0.00002 s; para el segundo experimento
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numérico se modelo insercion de reactividad constante p = 0.003 pcm con N = 40 pasos
en el intervalo de tiempo [0,0.1](s), y el tercer experimento numérico con p = 0.007, N =
40 pasos en el intervalo de tiempo [0,0.001](s). Las condiciones iniciales para ambos

experimentos son ngy = 100y ¢y = 100 B;/(4;1).

Figura 2. Variacion de la densidad de neutrones y de la suma de la densidad de precursores
para el segundo experimento numérico con reactividad p(t) = 300 pcm (a) con el método
de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres y (b) orden tres.
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Figura 3. Variacion de la densidad de neutrones y de la suma de la densidad de precursores
para el tercer experimento numérico con reactividad p = 0.007 pcm (a) con el método de
Runge-Kutta estocéastico orden dos etapa tres y (b) orden tres.
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Los resultados del segundo experimento numérico se presentan graficamente en la Figura 2
y la Figura 3, los resultados obtenidos con el método de Runge-Kutta estocasticos orden dos
para el segundo y tercer experimento se muestran en la Figura 2(a) y Figura 3(a). Los
resultados del método de Runge-Kutta estocastico orden tres para el segundo y tercer
experimento se presentan en la Figura 2(b) y Figura 3(b), en éstas figuras se grafican la
densidad de neutrones y la suma de densidad de precursores en funcién del tiempo, se
consideran tres densidades de muestras diferentes (linea negra, verde y azul) y la densidad

media (linea roja) para cada uno de los experimentos numéricos implementados.
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Tabla 3. Comparacion de métodos para un problema de seis grupos de precursores de
neutrones retardados con reactividad p = 0.003 en el tiempo t = 0.1s.

Método E[n(0.1)] O-[n(O.l)] E [Zl Ci(o.l)] o [Zl Ci(o.l)]
Montecarlo 183.0400 168.7900 447800 1495.7000
PCA 186.3100 164.1600 449100 1917.2000
EM 208.6000 255.9500 449800 1233.3800
Taylor 1.5 199.4080 168.5470 449700 1218.820
AEM 186.3000 164.1400 449000 1911.9100
ESM 179.9300 10.5550 448900 94.7500
Double DDM 187.0500 167.8300 448800 1475.6000
Implicit EM (Hayes & Allen, 2005) 178.2700 165.1100 448860 1253.6000
Implicit EM (Suesciin Diaz, etal,. 2018) 179.9461 0.2178 448880 60.4267
RK2-3st 179.3368 197.3299 448857 2043.8392
RK3 178.9431 186.7942 448854 2009.1295
RK O(h%) 179.9528 - 448877 -

Tabla 4. Comparacion de métodos para un problema de seis grupos de precursores de
neutrones retardados con reactividad p = 0.007 en el tiempo t = 0.001s.

Método E[n(0.001)] O-[n(O.001)] E [Zici(0.001)] o [Zici(olo()l)]

Montecarlo 135.6500 93.3760 446400 16.2260
PCA 1345500 91.2420 446400 19.4440
EM 1305680  92.0420 446300 6.0710
Taylor 1.5 1395690  92.0470 446300 18.3370
AEM 1345400 91.2340 446400 19.2350
ESM 1349600 6.8527 446400 2.5290
Double DDM 135.8600 93.2100 446300 17.8450
Implicit EM (Hayes & Allen, 2005) 134.0200  93.2730 446360 18.7760
;{Eg’)"c't EM (suescin Diaz, etal. 134 9518 59661 446360 6.0686
RK2-3st 134.8104 932386 446360 19.2959
RK3 1344211 954977 446360 10,5491
RK O(h*) 135.0009 - 446360 -

La Tabla 3 y Tabla 4 presentan los valores medios y la varianza de la densidad de neutrones
y de la suma de densidad de los seis grupos de precursores de neutrones retardados para el
segundo y tercer experimento numeérico en los tiempos t = 0.1s y t = 0.001s. En la Tabla
3 se evidencia que con el método de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres se obtienen

buenas aproximaciones en valores medios de la densidad de neutrones y la concentracion de
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precursores de neutrones retardados, éstos valores son cercanos a las aproximaciones del
método de Euler-Maruyama implicito; comparado con el método de Euler-Maruyama
explicito este método presenta menor varianza en la densidad de neutrones, sin embargo, hay
un aumento en la varianza de la suma de la densidad de precursores comparado con los

métodos reportados en la literatura.

La Tabla 3 muestra que el método de Runge-Kutta estocéastico orden tres obtiene valores
medios de la densidad de neutrones y suma de densidad de precursores muy proximos a los
valores reportados en la literatura, la varianza de la densidad de neutrones obtenida con el
método RK3s es menor a la reportado con el método EM y RK2-3st y la varianza de la suma
de la densidad de precursores es similar a los reportados con el método Montecarlo, PCA,
EM, Taylor 1.5 AEM, implicit EM (Hayes & Allen, 2005) y RK2-3st. Comparando los
valores medios de los métodos propuestos, Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres y
orden tres, con el método deterministico de Runge-Kutta orden cuatro se observa en la Tabla
3 que los métodos propuestos son eficientes para calcular las ecuaciones de la cinética

puntual con reactividad lineal y seis grupos de precursores de neutrones retardados.

Los resultados obtenidos para el tercer experimento numérico se muestran en la Tabla 4, se
observa que los valores medios encontrados para la densidad de neutrones y la suma de la
densidad de precursores con el método de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres son
valores cercanos a los métodos reportados en la literatura. La varianza de la densidad de
neutrones es menor al método de Montecarlo y implicit EM (Hayes & Allen, 2005), y la
varianza de la suma de densidad de precursores son valores muy similares a los métodos de
PCA, EM, Taylor 1.5, AEM y Double DDM. Los valores obtenidos al calcular las ecuaciones
de la cinética puntual con el método de Runge-Kutta estocastico orden tres se reportan en la
Tabla 4, se observa que los valores medios son de muy buena aproximacion para la densidad
de neutrones y la suma de densidad de precursores, con respecto a la varianza calculada por
el RK3 para la densidad de neutrones y la suma de densidad de precursores son similares a
las reportadas por Montecarlo, PCA, EM, Taylor 1.5, AEM y Double DDM. Para éste
experimento numérico se encuentra que el método estocastico de Runge-Kutta orden tres

presenta mayores fluctuaciones en los valores de la densidad de neutrones y la suma de
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densidad de precursores que el método de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres,

generando asi un aumento en las varianzas.

Comparando los valores medios de los métodos propuestos, Runge-Kutta estocastico orden
dos etapa tres y orden tres, con el método deterministico de Runge-Kutta orden cuatro se
observa en la Tabla 3 y Tabla 4 que los métodos propuestos son eficientes para calcular las
ecuaciones de la cinética puntual con reactividad constante y seis grupos de precursores de

neutrones retardados.

4.3 Cuarto experimento numérico

El cuarto experimento numérico al igual que el segundo y tercero, considerara parametros
caracteristicos de precursores del 233U, con una reactividad lineal p(t) = 0.15t en el
intervalo de tiempo [0, 1](s) con un tamafio de paso de h = 0.01 s. Se muestra graficamente
los resultados obtenidos para el cuarto experimento numérico con el método de Runge-Kutta
estocasticos orden dos en la Figura 4 (a) y orden tres en la Figura 4 (b), en éstas figuras se
grafican la densidad de neutrones y la suma de densidad de neutrones en funcion del tiempo,
se consideran tres densidades de muestras diferentes (linea negra, verde y azul) y la densidad
media (linea roja). La Tabla 5 presenta los valores medios y la varianza de la densidad de
neutrones y de la suma de la concentracion de los seis grupos de precursores de neutrones

retardados para el cuarto experimento numeérico en el tiempo t = 1s.

La Tabla 5 muestra los resultados obtenidos para el cuarto experimento numérico. Cuando
se considera un tamafo de paso de h =0.01s y una reactividad lineal se obtiene
aproximaciones muy lejanas a los valores medios de la densidad de neutrones y la suma de
precursores de neutrones retardaos, evidenciando que el método de Runge-Kutta estocastico
orden dos etapa tres con tamafio de paso de h = 0.01 s no logra superar el problema de
rigidez de la cinética puntual, debido a éste inconveniente se puede pensar que el método
debe implementar pequefios incrementos en el tiempo para lograr vencer la propiedad de
Stiffnes y asi obtener buenas aproximaciones numéricas, sin embargo, ésta restriccion hace
que el meétodo de Runge-Kutta orden dos etapa tres presente mayor costo computacional. Al

calcular nuevamente el cuarto experimento numérico, pero ésta vez considerando un tamafio
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de paso mas pequefio h = 0.001 s, se observa en la Tabla 5 que el método de Runge-Kutta
estocastico orden dos etapa tres logra superar el problema de rigidez. La Tabla 5 evidencia
que con el método de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres con tamafio de paso

h=0.001 s se obtienen valores medios de la densidad de neutrones y de la suma de densidad

de precursores de neutrones retardados muy cercanos al método de PCA, AEM, ESM,
Implicit EM (Hayes & Allen) y Implicit EM (Suescun Diaz, et al., 2018). Los valores de la
varianza de la densidad de neutrones y de la suma de densidad de precursores superan a los
valores reportados en la literatura, lo cual evidencia que los valores esperados presentan

muchas fluctuaciones.

Al solucionar el cuarto experimento numérico con el método de Runge-Kutta estocastico

orden tres con tamafio de paso de h=0.01 s, se encuentra que el método logra vencer el

problema de rigidez caracteristico de la cinética puntual estocastica sin embargo no se
obtienen valores medios cercanos a los reportados en la literatura. Por ésta razon, se resuelve
nuevamente éste experimento numeérico con el método de Runge-Kutta estocastico orden tres

con un tamafio de paso mas pequefio h=0.001 s. La Tabla 5 evidencia que al disminuir el

tamafio de paso los valores medios obtenidos son muy cercanos al método de PCA, AEM,
ESM, Implicit EM (Hayes & Allen) y Implicit EM (Suescun Diaz, et al., 2018). La varianza
de la densidad de neutrones con el método de Runge-Kutta orden tres es menor a la
encontrada con el método de Runge-Kutta orden dos etapa tres, la varianza de la suma de
densidad de precursores encontrada con el método de Runge-Kutta estocéastico orden tres es
muy cercana a los valores reportados con el método de PCA, AEM, implicit EM (Hayes &
Allen, 2005) y RK2-3st. Comparando los valores medios de los métodos propuestos, Runge-
Kutta estocastico orden dos etapa tres y orden tres con tamafio de paso h=0.001 s, con el
método deterministico de Runge-Kutta orden cuatro se observa en la Tabla 5 que los métodos

propuestos son eficientes para calcular las ecuaciones de la cinética puntual con reactividad

lineal para seis grupos de precursores de neutrones retardados.
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Figura 4. Variacion de la densidad de neutrones y de la suma de la densidad de precursores

para el cuarto experimento numérico con reactividad lineal p(t) = 0.18t con (a) el método

de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres y (b) orden tres.
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Tabla 5. Comparacion de métodos para un problema de seis grupos de precursores de

neutrones retardados con reactividad p(t) = 0.15t en el tiempo t = 1s.

Método E[nol onyl E [Zici(l)] o [Zici(l)]
PCA 113.268077 13.330142  448239.864  3009.93141
AEM 113.267707 13.327291  448239.798  3002.68282
ESM 113.116433 4.111150  448253.780  47.203115
Implicit EM (Hayes & Allen, 2005)  112.050563  71.38024  448269.195  3078.38040
;glglicit EM (Suescin Diaz, et al,  113,092600 0.277000  448350.000  191.22840
RK;-?:St (h = 0.015) 1.0000E+02 1.6536E+52 3.7556E+52 7.2510E+02
RK3 (h = 0.015) 332.6194  318.7351  511383.4770 5961.9237

RK2-3st (h = 0.001 s)
RK3 (h = 0.001 5)

RK O(h*)

113.196938 120.254207 448156.268 3151.84665
113.963378 118.643346 448184.406 3014.57606
113.074674 - 448232.321 -

4.4 Quinto experimento numérico

Para el Gltimo experimento numérico se considerd un grupo de precursores de neutrones
retardados en un reactor nuclear con los siguientes parametros: constante de decaimiento
A, = 0.077s71, fraccion de neutrones retardados B; = B = 0.0079, neutrones de fision

v = 2.5, fuente externa de neutrones q(t) = 0s~1, tiempo de generacion de neutrones [ =

1073 s; reactividad sinusoidal p(t) = poSin(”t/T) con p, = 0.005333, periodo del reactor
T =50 s, con la condicion inicial ngg)1 Y Ciggy = ﬁl//lll’ para N = 10° pasos en el intervalo

de tiempo [0,100](s) con 100 trayectorias.

Se muestra graficamente los resultados obtenidos con el método de Runge-Kutta estocasticos
orden dos en la Figura 5 (a) y orden tres en la Figura 5 (b), en éstas figuras se grafican la
densidad de neutrones y la suma de densidad de precursores en funcion del tiempo, se
consideran tres densidades de muestras diferentes (linea negra, verde y azul) y la densidad
media (linea roja). La Figura 5 evidencia poca homogeneidad en los valores medios de la

densidad de neutrones, estas grandes variaciones generan aproximaciones de baja precision
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de los valores medios y aumento en los valores de la varianza en la densidad de neutrones y

la suma de precursores de neutrones retardados.

Figura 5. Variacién de la densidad de neutrones y de la suma de la densidad de precursores

para el quinto experimento numerico con reactividad sinusoidal (a) con el método de Runge-

Kutta estocastico orden dos etapa tres y (b) orden tres.
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La Tabla 6 presenta los valores medios y la varianza de la densidad de neutrones y de la suma

de densidad de precursores de neutrones retardados para el quinto experimento numérico en

el tiempo t = 100s. Los resultados obtenidos para el quinto experimento numeérico reflejan

que el método estocéstico de Runge-Kutta orden dos etapa tres y orden tres logran vencer la

propiedad de Stiffness de la cinética puntual. La Tabla 6 muestra que los valores medios de

la densidad de neutrones y de la suma de densidad de precursores obtenidos con el método

de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres es cercana a la reportada por el método de
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PCA y AEM, sin embargo éstos valores son altos comparados con el método de ESM,
Implicit EM (Hayes & Allen, 2005) y Implicit EM (Suescun Diaz, et al., 2018). El célculo
de la varianza de la densidad de neutrones y de la suma de densidad de precursores con el
método de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres es mayor a los métodos reportados

en la literatura, lo cual se evidencia en las fluctuaciones de los valores medios.

Tabla 6. Comparacién de métodos para un problema de un grupo de precursores de neutrones

retardados con reactividad p(t) = pOSin(”t/T) en el tiempo t = 100s.

Método Elngony]  oln@on] E [Zi Ci(100)] o [Zi Ci(loo)]
PCA 187.169345 205.436429 19221.5377 14633.60630
AEM 188.418233 205.776440 19363.9223  14687.71010
ESM 12539431 2.855346 1294.4320 291.57200

Implicit EM (Hayes & Allen, 200s)  9-5792768  51.852229  1294.1960  5988.43400

Implicit EM (Suescin Diaz, et al. 12 186600  1.550900 1256.6000 159.79770
2018)

RK2-3st 204.060819 258.668757 18594.58000 20194.62187
RK3 23.783789 92.039032 2157.91602  7090.579782
RK O(h*) 12.439144 - 1282.9033 -

La Tabla 6 también muestra los valores medios y la varianza de la densidad de neutrones y
de la suma de precursores obtenidos con el método de Runge-Kutta estocastico orden tres.
Los valores medios de la densidad de neutrones y de la suma de densidad de precursores
encontrados con el método de Runge-Kutta estocastico orden tres es de mejor precision que
los reportado por el método de PCA, AEM vy el encontrado con el método RK2-3st. La
varianza de la densidad de neutrones y de la suma de densidad de precursores encontrados
con el método propuesto es menor a las reportadas por el método de PCA, AEM y RK2-3st.
La Tabla 6 muestra que el método de Runge-Kutta estocéastico orden tres genera mejores
aproximaciones que el método de orden dos. Comparando los valores medios de los métodos
propuestos, Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres y orden tres, con el método

deterministico de Runge-Kutta orden cuatro se observa en la Tabla 6 que los métodos
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propuestos son eficientes para calcular las ecuaciones de la cinética puntual con reactividad

sinusoidal para seis grupos de precursores de neutrones retardados.

4.5 Sexto experimento numérico

El ultimo experimento numérico resuelve las ecuaciones de la cinética puntual estocéstica
con reactividad p = 0.0055, seis grupos de precursores de neutrones retardados. Para el
sexto experimento numérico se consideran los siguientes parametros: constante de
decaimiento 2, = [0.0127; 0.0317; 0.115; 0.311; 1.4; 3.87] s~ 1, fraccion de neutrones
retardados son f; = [0.000266;0.001491;0.001316; 0.002849; 0.0000896; 0000182],
fraccion total de neutrones retardados es f = 0.007, neutrones de fision v = 2.5, fuente
externa de neutrones g = 0 s~1, tiempo de generacion de neutrones 1 = 0.00002 s; con

condiciones iniciales de ny = 100 y Cigoy = 100 B;/(A;1). El experimento numérico se

desarrolla con un tamafo de paso de N = 40 en el intervalo de tiempo [0,0.1](s). Se muestra
graficamente los resultados obtenidos con el método de Runge-Kutta estocasticos orden dos
en la Figura 6(a) y orden tres en la Figura 6(b), en éstas figuras se grafican la densidad de
neutrones y la suma de densidad de precursores en funcion del tiempo, se consideran tres

densidades de muestras diferentes (linea negra, verde y azul) y la densidad media (linea roja).

La Tabla 7 muestra los valores medios y la varianza de la densidad de neutrones y de la
concentracion de un grupo de precursor de neutrones retardados para el sexto experimento
numérico en el tiempo t = 0.1s. En la actualidad no se encuentran reportada la solucién
numeérica de las ecuaciones de la cinética puntual estocéstica con reactividad subcritica p =
0.0055 para seis grupos de precursores en el intervalo de tiempo [0,0.1](s), por éste motivo
los resultados obtenidos no son comparados con otros métodos estocasticos. Los resultados
obtenidos con el método de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres y orden tres son
presentados también en la Tabla 7. Los resultados de las aproximaciones de los valores
medios de la densidad de neutrones y de la concentracion de precursores muestra que los

métodos propuestos son de buena aproximacion numérica.
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Figura 6 Variacion de la densidad de neutrones y de la suma de la densidad de precursores
para el sexto experimento numérico con reactividad p = 0.0055 (a) con el método de Runge-
Kutta estocastico orden dos etapa tres y (b) orden tres.
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Tabla 7 Comparacion de métodos para un problema de seis grupos de precursores de neutrones
retardados con reactividad p = 0.0055 enel tiempo ¢t = 0.11s.

Método E[n(O.l)] O-[n(O.l)] E [Zl Ci(o_l)] o [Zl Ci(O.l)]

RK2-3st 51593720 534.30589 457864.356252 7656.63182
RK3 523.77963 524.61777 457918.441219 7764.85061
RKO(h") 521.00284 - 458006.33500 -
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Capitulo 5

Conclusiones

El andlisis de las ecuaciones de la cinética puntual permite conocer la dinamica del reactor,
es decir conocer la densidad de poblacion de neutrones y la concentracion de precursores de
neutrones retardados del reactor a lo largo de un intervalo de tiempo; bajo éste analisis se
conoce que la operatividad del proceso dinamico real de un reactor nuclear es de naturaleza
estocastico. Estas ecuaciones diferenciales estocasticas son no lineales y estan fuertemente
acopladas para la densidad de neutrones y la concentracion del i-ésimo grupo de precursores
de neutrones retardados. Al tener presente estas caracteristicas y querer dar solucion a las
ecuaciones de la cinética puntual estocastica, es necesario implementar métodos de

derivacion numérica que venzan la propiedad de Stiffness.

Con fin de dar solucion a la ecuacion de la cinética puntual estocastica y conocer el valor
medio y la varianza de la densidad de poblacion de neutrones y de la concentracion de
precursores de neutrones retardados, este trabajo de investigacion propuso implementar el
método explicito de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres y orden tres. Para los
experimentos numéricos donde se considera reactividad constante para uno y seis grupos de
precursores de neutrones retardados, los métodos propuestos vencen la propiedad de Stiffness
de la cinética puntual. Para el caso de reactividad lineal en seis grupos de precursores el
método de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres para un tamarfio de paso h = 0.01 s
no logra vencer la propiedad de Stiffness, debido a éste problema de rigidez se concluye que
existe una restriccion de incrementos muy pequefios de tiempo en las soluciones numéricas
de las ecuaciones de la cinética puntual estocéstica con reactividad lineal; para éste mismo
experimento numérico implementando el mismo tamafio de paso, método de Runge-Kutta
orden tres si se obtienen valores medios, sin embargo no son valores cercanos a los reportados
en la literatura por tanto se hace necesario disminuir el tamafio de paso. El célculo de las
ecuaciones de la cinética puntual con reactividad sinusoidal para seis grupos de precursores
de neutrones retardados con el método de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa tres y
orden tres, presenta aproximaciones regulares en cada tamafio de paso; a pesar de éstas

variaciones de los valores medios, los métodos propuestos superan el problema de rigidez.
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Con respecto a los valores medios de la densidad de neutrones y la suma de densidad de
precursores de neutrones retardados, los métodos de Runge-Kutta estocastico orden dos etapa
tres y orden tres proporcionan buenas aproximaciones comparado con otros métodos
reportados en la literatura cuando se desarrollan experimentos numéricos para las ecuaciones
de la cinética puntual estocastica con reactividad constante considerando uno y seis grupos

de precursores de neutrones retardados.

Los métodos propuestos poseen un beneficio computacional debido a que no es necesario
calcular analiticamente la raiz cuadrada de la matriz B, logrando disminuir el costo
computacional y obtener mejores aproximaciones para el célculo del valor medio de la
densidad de neutrones y de la concentracion de precursores de neutrones retardados. Ademas,
el método de Runge-Kutta estocastico orden tres tiene una gran ventaja sobre otros métodos
de derivacion numérica, debido a que éste método no requiere calcular ningin tipo de

derivadas para la funcion de la matriz de covarianza B.

En un posible trabajo futuro, la densidad de poblacion de neutrones y la concentracion de
precursores de neutrones retardados podrian aproximarse con el método de Runge-Kutta
estocastico implicito, teniendo en cuenta la restriccion obtenida para la solucién numérica de
las ecuaciones de la cinética puntual estocastica con reactividad lineal se esperaria que éste
método logre vencer el problema de rigidez y obtener valores medios con mejor

aproximacion.

Este trabajo de investigacion sera presentado en el VII Congreso de Matematica Aplicada,
Computacional e Industrial del 8 al 10 de Mayo en la ciudad de Rio Cuarto, Argentina. Se
escribieron dos articulos para someter a revistas nacionales y se esta terminando un articulo

para someter a una revista internacional.



50



o1

Referencias

Aboanber, A. E., & Hamada, Y. M. (2002b). PWS: an efficient code system for solving
spaceindependent nuclear reactor dynamics. Annals of Nuclear Energy, 29, 2159-
2172,

Allen, E. (2007). Modeling with Itd stochastic point kinetics equations in nuclear reactor
dynamics. Springer.

Da Silva, M., Vasques, R., Bodmann, B., & Vilhena, M. (2016). A nonstiff solution for the
stochastic neutron point kinetics equations. Annals of Nuclear Energy, 49, 47-52.

Hamanda, Y. M., & Aboanber, A. E. (2002a). Generalization of the analytical inversion
method fot the solution of the point Kinetics equations. Journal of Physics A:
Mathematical and General, 35, 3245-3263.

Hayes, J. G., & Allen, E. J. (2005). Development of stochastic point Kinetics equations in
nuclear reactor dynamics. Annals of Nuclear Energy, 32, 572-587.

Houchmandzadeh, B., Dumonteil, E., Mazzol, A., & Zoia, A. (2015). Neutron fluctuations:
the importance of being delayed. Physical Review E, 92.

Kinard, M., & Allen, E. J. (2004). Efficient numerical solution of the point kinetics equations
in nuclear reactor dynamics. Annals of Nuclear Energy, 31, 1039-1051,.

Kloeden, P. E., & Platen, E. (1992). Numerical solution of stochastic differential equations.
Berlin: Springer-Verlag Berlin Heidelberg.

Lamarsh, J. R. (2002). Introduction to Nuclear Reactor Theory. Addison Wesley Publishing
Company.

Mohsen Ayyoubzadeh, S., & Vosoughi, N. (2014). An alternative stochastic formulation for
the point reactor. Annals Nuclear Energy, 63, 691-695.

Nahla, A., & Edress, A. (2016a). Analytical exponential model for stochastic point kinetic
equations via eigenvalues and eigenvectors. Nuclear ScienceTechnology.

Nahla, A., & Edress, A. (2016b). Efficient stochastic model for the point kinetics equations.
Stochastic Analysis and Applications, 34(4), 598-609.

Roussas, G. G. (2015). An Introduction to Probability and Statistical Inference (2 ed.).
Academic Press. doi:https://doi.org/10.1016/C2012-0-13559-6

Saha Ray, S. (2012). Numerical simulation of stochastic point kinetic equations in the

dynamical system of nuclear reactor. Annals of Nuclear Energy, 49, 154-159.



52

Saha Ray, S., & Patra, A. (2013a). Numerical simulation for stochastic point Kinetic
equations with sinusoidal reactivity in dynamical system of nuclear reactor.
International Journal of Nuclear Energy Science and Technology, 7, 231-242.

Saha Ray, S., & Patra, A. (2013b). Numerical solution of fractional stochastic neutron point
kinetic equation for nuclear reactor dynamics. Annals of Nuclear Energy, 54, 153-
161.

Stacey, W. M. (2018). Nuclear Reactor Physic (3 ed.). Wiley-VCH.

Suescun Diaz, D., Florez Ospina, J., & Rodriguez Sarasty, J. (2012). Hamming method for
solving the delayed neutron precursor con-centration for reactivity calculation.
Annals of Nuclear Energy, 42, 47-49.

Suescun Diaz, D., Oviedo Torres, Y., & Girdn Cruz, L. (2018). Solution of the stochastic
point Kinetics equations using the implicit Euler-Maruyama method. Annals of
Nuclear Energy, 117, 45-52.

Tocino, A., & Ardanuy, R. (2002). Runge-Kutta methods for numerical solution of stochastic
differential equations. Journal Computational and applied mathematic, 138, 219-
241.



53

Apéndice
Apéndice A: Ecuacion de la cinética puntual deterministica

La ecuacion espacial de la cinética deterministica esta dada por

ION(r,
%= DVvVZ2N(rt) — Z—Z vN(r,t)
(1
+ (1 - B)Ky Z —Z vN(r,t) + Zﬂici(r, t) + Sp(r,t)
a f i=1
T ik Y NG =~ 26D o

La ecuacidn (i) corresponde a la ecuacion de difusion de neutrones y la ecuacion (ii) es la
ecuacion de concentracion de precursores de neutrones retardados. Donde m es el nimero de
grupo de precursores de neutrones retardados, i = 1, ..., m, N(r, t) es el flujo de neutrones,
C;(r, t) es la concentracién del i-ésimo grupo de precursores de neutrones retardados, v es la
velocidad de neutrones de fision. El término Dv V2 N(r, t) explica la difusion de neutrones,
Y.a €s la seccién transversal de absorcion, Y¢ es la seccidn transversal de fision, Y., — >'¢ es
la seccion transversal de captura, la contribucion de neutrones a la fuente esta dada por el
término [(1 — B)Ko X — X5 [VN(r, ©), B; €s la fraccion de neutrones retardados del i-ésimo
grupo de precursores, {3 es la fraccion total de neutrones retardados, (1 — ) es la fraccion de
neutrones rapidos, K, es el factor de multiplicacion en un medio infinito, },;—, 4;C;(r, t) es
la tasa de transformacion de precursores de neutrones a la poblacion de neutrones, A; es la
constante de decaimiento del i-ésimo grupo de precursores y S, (r,t) es la Fuente de
neutrones extrafios.

Se propone que el flujo de neutrones y la concentracion de precursores son funciones

separables en el tiempo y en el espacio

NGt) = f(rn(t)

(iii)
Ci(r,t) = g(r)c(t)
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Donde n(t) es la densidad de poblacién de neutrones y c;(t)es la densidad de poblacion del
i-ésimo grupo de precursores de neutrones retardados. Reemplazando la ecuacién (iii) en la

ecuacion (i) se obtiene

o) V2f()
Fyaai Dv 0 n(t) — Za: —Zf: vn(t) +|(1 —ﬁ)KooZa:—Zf: ‘vn(t)

So(r,
+zlg(§‘” jf(rr)t)

(iv)

Se propone que el flujo de neutrones espacialmente se mantiene en forma arménica, éste flujo

corresponde a una ecuacion de Helmholtz

VZf(r) +B3f(r) =0 (v)
donde B2 es el Buckling geométrico, también se considera que gE i = 1 debido a que % es

independiente del tiempo, y teniendo en cuenta que Sy (r,t) tiene la misma dependencia

espacial que f(r) se propone qué q(t) = S"Er)t) Reemplazando estas consideraciones en la

ecuacion (iv) se obtiene

ar(;it) = —DvB§n(t) — Za: —Zf: vn(t) + [(1 = Ko, Za: _zf: ]m(t)

£ 260 +q()

(vi)

Ahora se reemplaza la ecuacion (iii) en la ecuacion (ii) se obtiene

ac;
wlt) _ BiKo Z va(t) — A;c;(¢) (vii)
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La ecuacidn (vii) corresponde a la densidad de neutrones y se puede separar en los términos
dados en la Tabla I.

Tabla I. Términos de la ecuacion de densidad de neutrones

Capturas —Dngn(t) — Z — z vn(t)
a f
Nacimientos (1-PB)Ky Z —Z vn(t)
a f
Transformaciones Z Aici(t)
i=1
Fuente externa q(t)

Se introduce el término de duracion de absorcion I, =

difusion L? = i en la ecuacion (vi) y (vii)

on(®) _[_LB3+1
l L L zal (t)_l__l zal (t)__"(t)

ot
(viii)
+ ) Aici(t) +q(t)
2
aci(t) (ix)

= ik ) vn(®) = 46(0)

., . . . . . . K,
En la ecuacion (viii) y (ix) se introduce el término de factor de reproduccion k = LZB;O+1 y el
0

término de duracion del neutrén [, = , quedando asi

LZBZ 1’

ont)y [ 1Y
at _I__Jrzooza

+q(t)

ln(t) —

Bk
(t) - —n(t) + ) Aici(t)
Ak 2, 0
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dc;() _ Bik .
"l n(t) — A;c;(t) (xi)
Ahora se considera que el tiempo de generacion de neutrones estd dado por 1 = =
on(t)

1
_k

1 .
> Tt lféa ] n(t) - [7 - lféa l n(t) - gn(t) + Z Aci(© +q(r) (i)

dcy(t) &

—5, =70~ L) (xiii)

teniendo en cuenta qué
Y, % % Y
loo Za lo(Lng + 1) Za l &Za KoolFOZa KoolZa
Se define a como o = zz y considerando qué a =~ v en la ecuacion (xii)
1
a’;(tt) E2n@ [ -5]nw RO +Z/1 a®+q@®) ()

Se establece la funcion de la reactividad como p(t) =1 — =

ar;(tt) _ [p - ; - “] n(t) — [ﬁ] n(t) + ; ici(®) +q(0)

(xv)
simplificando las ecuaciones (xv) y a (xiii) se obtiene
d —
O 2w + PRTICRTIC (xvi
dci(t) ﬁl .
P R OB O) (xvii)

Las ecuaciones (xvi) y (xvii) corresponden a las ecuaciones de la cinética puntual
deterministicas.



