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Resumen

En este estudio se generalizan las ecuaciones de Bateman asociadas a la desintegracion
radiactiva mediante la incorporacion de fluctuaciones estocéasticas a través del célculo de
It6, se obtiene asi, una ecuacion diferencial estocastica que describe la evolucion temporal
de las concentraciones de los radionucleidos. Este modelo no solo permite el calculo de
valores esperados, sino también la estimacion de incertidumbres mediante las desviaciones
asociadas a las variables aleatorias. La ecuacion diferencial estocastica deducida se resolvio
numéricamente mediante el método explicito e implicito de Euler-Maruyama considerando
5000 trayectorias brownianas. El costo computacional del método propuesto se reduce al
encontrar una expresion analitica para la raiz cuadrada de la matriz de covarianza mediante
la descomposicion de Cholesky, resultando en una matriz bidiagonal inferior. Se
encontraron buenas aproximaciones en valores esperados cuando se compara con la
solucion analitica de las ecuaciones de Bateman. También, se reportaron desviaciones
asociadas a experimentos numéricos que involucran distintas sustancias radiactivas.

Palabras Claves: Decaimiento radiactivo estocastico, decaimiento exponencial, método de
Euler-Maruyama, ecuaciones de Bateman, célculo de It0.

Abstract

In this study, the Bateman’s equations associated with radioactive decay are generalized by
incorporating stochastic fluctuations through the calculation of Itd, thus obtaining a
stochastic differential equation that describes the temporal evolution of radionuclide
concentrations. This model not only allows the calculation of expected values, but also the
estimation of uncertainties through the deviations associated with the random variables.
The stochastic differential equation derived was solved numerically by the explicit and
implicit Euler-Maruyama method considering 5000 Brownian trajectories. The
computational cost of the proposed method is reduced by finding an analytical expression
for the square root of the covariance matrix by Cholesky decomposition, resulting in a
lower bidiagonal matrix. Approximations were found to be in agreement with the literature
found in the expected values when compared to the analytical solution of Bateman's
equations. Also, deviations associated with computational experiments involving different
radioactive substances were reported.

Keywords: Stochastic radioactive decay, exponential decay, Euler-Maruyama method,
Bateman equations, It calculus.
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Introduccion

Alrededor del 95% de los mas de 5000 atomos (nucleidos) conocidos son radiactivos; son
la norma y no la excepcion (Szymczak, 2012). Los procesos nucleares y la radiactividad
inherente que producen son responsables de la materia que nos rodea. Lo que hace de la
radiactividad natural un componente omnipresente del universo. Por si fuera poco, el
decaimiento radiactivo tiene importantes aplicaciones en distintas areas de las ciencias,
incluida la medicina, donde los radiois6topos se utilizan como marcadores en ciertos
procedimientos de diagnostico, radiograficos, esterilizacion, entre otros (Kastanya, 2022),
lo que ha dado lugar a un campo en réapido crecimiento conocido como medicina nuclear
(Zanco et al., 2019). Desde el punto de vista de la salud pablica, ha habido un especial
interés por medir las concentraciones de radon en el interior de las viviendas. Esto debido a
que estudios epidemioldgicos en comunidades mineras en varios paises han demostrado de
manera concluyente que el radén 222 emanado de depdsitos geoldgicos es un factor de
riesgo importante para el cancer de pulmon (Scott, 2014). Incluso, los gobiernos han podido
adoptar medidas de proteccion adecuadas, asi como evaluar el impacto de la radiactividad
producida por el accidente de la central nuclear de Fukushima Dai-ichi, gracias a las
mediciones y monitoreo de la radioactividad en el ambiente (Povinec et al., 2013).

La investigacion en la geologia también se ha beneficiado enormemente del fendmeno del
decaimiento radiactivo; avances significativos en la datacién absoluta de los fosiles y
sedimentos del Cuaternario han sido posibles gracias al desarrollo de técnicas de datacion,
particularmente, la datacion por radiocarbono (Elias, 2015). La medicidn de particulas alfa
producidas por desintegracion radiactiva de elementos pesados como el uranio y el torio
han permitido identificar emisiones de raddn en la superficie lunar, posiblemente asociadas
con la actividad tectonica (Lawson et al.,, 2005). Los estudios de las técnicas de
espectroscopia nuclear utilizadas para determinar la composicién de las superficies y
atmosferas de los planetas son otras aplicaciones de las reacciones nucleares y la
desintegracion radiactiva (Prettyman, 2014).

En la industria, la ciencia nuclear y la tecnologia de radioisdtopos desempefian un papel
importante en la comprension de los yacimientos y, como resultado, aumentan las tasas de
produccidn de petroleo y gas al respaldar las operaciones de extraccion. También, se utiliza
en la deteccion y proteccion del medio ambiente de la contaminacion generada por
derrames de petréleo (Al Nabhani, 2021). Los trazadores radioisotopos se emplean en
estudios ambientales, como, por ejemplo, los de contaminacion del agua en rios y lagos
(Gharibreza et al., 2022). Segun (Crawford-Brown, 2011), la radiactividad es el
contaminante mas importante en el agua potable extraida de los acuiferos subterraneos,
particularmente aquellos rodeados de roca granitica, ya que la radiactividad representa
aproximadamente el 98% del riesgo de contaminacion en estos suministros de agua.

Aunque existen varias aplicaciones para el decaimiento radiactivo, la descripcion fisica del
fendmeno esta bien representada por la ley de desintegracién radiactiva. (Soria, 2015).

Para un sistema de sustancias radiactivas o cadenas de decaimiento, el problema se
transforma en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden conocido como
ecuaciones de Bateman, nombradas asi en honor a Henry Bateman, quien fue el primero en
resolverlas (Bateman, 1910) para un caso especifico donde la desintegracion es lineal, es



decir, una sustancia solo puede desintegrarse en otra sustancia; desde entonces, las
ecuaciones de la desintegracion radiactiva ha sido objeto de investigacion en fisica
(Tadepalli & Subhash, 2018), matemética (Massey & Prentis, 2014), quimica e incluso
ciencias de la computacién (Ladshaw et al., 2020).

Distintos estudios han contribuido con soluciones analiticas del fenémeno, como, por
ejemplo, (Cetnar, 2006) quien da una solucion general a las ecuaciones de Bateman para
cadenas de decaimiento lineal incluso cuando se presentan transiciones repetidas, (Dreher,
2013) propone otra solucion general, teniendo en cuenta el caso Unico de los valores
idénticos, y utilizando para ello derivadas de orden superior, (Thibes & de Oliveira, 2014)
dan una solucion directa al problema usando notacion de indices, (Zhou et al., 2015)
solucionan las ecuaciones de Bateman considerando ramificaciones y usando la
transformada de Laplace, (Cruz-Lopez et al., 2022) mediante el célculo fraccionario
encuentra un camino alterno a la solucion general; otros métodos se enfocan en la solucion
matricial del sistema que resulta en una matriz exponencial (Muller, 2018). También,
existen modelos que contribuyen a la descripcion probabilistica del fendmeno, como
(Haldsz & Szieberth, 2018) quienes presentan un modelo matematico de las cadenas de
transmutacion y decaimiento de nucleidos basados en cadenas de Markov de tiempo
discreto y continuo. Desde el enfoque de Monte Carlo se calculan la abundancia e
incertidumbre de radionucleidos de vida corta (C6té et al., 2019).

Este estudio propone, resuelve y prueba un nuevo modelo alternativo que considera las
concentraciones de sustancias como variables aleatorias. Como resultado, la evolucion
temporal de las concentraciones de sustancias radiactivas se logra expresar mediante una
ecuacion diferencial estocéastica de la forma de Itd que es equivalente a las ecuaciones de
Bateman en valores esperados y que permite ademas estimar las incertidumbres asociadas a
dichas variables aleatorias.



Objetivo General

Calcular numéricamente la desintegracion radiactiva estocastica usando el método de Euler
Maruyama implicito.

Objetivos Especificos

1. Deducir las ecuaciones del decaimiento radiactivo estocastico

2. Implementar simulaciones computacionales usando el método de Euler Maruyama
implicito para el sistema diferencial estocastico de la desintegracion radiactiva

3. Comparar los valores medios obtenidos con los métodos

Pregunta de Investigacion

¢Sera posible obtener una version estocéastica de la desintegracion radiactiva con buenas
aproximaciones en valores esperados usando el método de Euler Maruyama implicito?



Marco Teorico
Ecuaciones del decaimiento radiactivo estocastico

Las ecuaciones que dan cuenta de la desintegracién radiactiva de un conjunto de sustancias
inestables se conocen como ecuaciones de Bateman, consisten en un sistema de ecuaciones
diferenciales que describe la evolucién temporal de la concentracion de nlcleos radiactivos
denominados cominmente como radionucleidos o radioisotopos, el sistema se puede
escribir usando la ecuacion matricial dada por,

d
ZN@®=AaN©) 1)

donde N(t) es un vector columna que contiene la concentracion de n radionucleidos, como
se muestra en la ecuacion (2),

NO =[N(@®) N(@®) ... N(@® ... Npy(®) N(O] )

A es la matriz de transicion cuadrada de orden n X n que contiene las constantes de
decaimiento A; de los radionucleidos. Considerando que la Gltima sustancia es estable, es
decir, 4,, = 0, entonces los elementos matriciales de la matriz A se pueden escribir como
Ajj=—Aparal<i<n—-1yA;; 1 =—Apara2<i<n

Cuando se configura la condicién inicial como N;(t = 0) = N;(0), N;(t = 0) = 0 para
2 <i<n,Yy las constantes de decaimiento A; son diferentes, entonces la ecuacion (1)
presenta soluciones analiticas para la i-ésima concentracién que se pueden expresar por la
ecuacion (4) dada por (Bateman, 1910), y se logra por medio de la transformada de
Laplace,



— Akt

N"(t):Nl(O)ﬁ’lel: ﬁ,s—ak (4)

j=1 k=11=1
j*k

La solucién a la ecuacion (1) también se puede escribir en forma matricial,

N(t) = e“tN(0) (5)

Ddnde e4¢ es la matriz exponencial que se puede definir a partir de una expansion en series
de Taylor (Raj & Kannan, 2021), se puede computar en distintas formas, por ejemplo, por
medio de los polinomios asociados de Laguerre (She et al., 2012), el uso de aproximaciones
racionales (Pusa & Leppanen, 2010; Pusa, 2011), por medio del método de Monte Carlo
(She et al., 2013) y/o por la expansion Magnus (Cai et al., 2019); algunos otros algoritmos
se comparan en la referencia (Isotalo & Aarnio, 2011).

Los métodos mencionados anteriormente hacen estimaciones de valores medios asociados a
la concentracion de sustancias y tratan al fendmeno del decaimiento radiactivo desde un
enfoque determinista, no obstante, aunque la tasa de desintegracion de un radionucleido
especifico puede calcularse a partir del nimero de atomos radiactivos y la constante de
decaimiento por medio de las ecuaciones de Bateman, no hay forma de saber qué atomo
radiactivo especifico decaera en qué intervalo de tiempo (Airey et al., 2012). Lo que
permite concluir que la descomposicion radiactiva es un proceso aleatorio y las ecuaciones
de Bateman en su formulacion original no dan cuenta la naturaleza estocastica del
fendbmeno. Sin embargo, es posible generalizar el modelo de decaimiento de sustancias
radiactivas cuando se usa un modelo que se fundamenta en ecuaciones diferenciales
estocésticas de la forma de 1t0.

d X, = u(X, t)dt + o(X, t)dW, (6)

Donde X, es el vector de variables aleatorias, u(X,,t) es el vector de valores esperados,
X(X,t) =0(X,t)oT (X, t) es la matriz de covarianzas y W, es el vector de procesos de
Wienner 0 movimientos Brownianos.

La ecuacidn (6) representa la forma general para una ecuacién diferencial estocastica de la
forma de 1t6 asociada a un vector de variables aleatorias X(t) = X, (Milstein & Tretyakov,
2021),



Considerando el caso particular cuando una sustancia N; que decae en una sustancia estable
denotada por N, el sistema de Bateman que describe la evolucion temporal de la
concentracion de la sustancia esta dada por las ecuaciones (7) y (8),

d

aNl(t) = —A4,N; (D) (7)
d N,(t) = ;N (8)
a z(t) - M1 1(t)

En notacion matricial, las ecuaciones (7) y (8) pueden escribirse como,

bl = [ ol ©)

Si se toma un intervalo de tiempo At muy pequefio en el que la probabilidad de que ocurra
maés de un evento de decaimiento es despreciable, existirdn dos opciones distintas para la
ocurrencia de un evento.

Primera posibilidad: que una particula de N, decaiga en N,, lo que provoca un cambio que
se puede denotar con el vector de cambio,

any =[] =[7] (10)

Segunda posibilidad: No hay decaimiento de particulas, por lo que el vector de cambio es
nulo,

an, =[], =10 1y

La probabilidad de que ocurra un evento de decaimiento de la sustancia N; se puede
modelar con una aproximacion razonable por medio de una distribucion de Poisson
(Kloeden & Platen, 1992). Como resultado, podemos expresar esta probabilidad mediante,

P, = N4, At (12)
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La probabilidad del segundo evento debe ser,
P, =1- N, At (13)

Con las ecuaciones (12) y (13) se puede calcular el vector de valores esperados,

N0 = E j%ﬂ) - i P jxﬂk = Nt [+ (1= Maan 0] (14)

Es facil ver que el vector de valores esperados del sistema, mostrado en la ecuacion (14),
corresponde a la version determinista dada por las ecuaciones de Bateman, como se
muestra antes en la ecuacion (9) y en,

_[-4 0][N(®
u(N,,t) = [ P o] [Nz (t)] At (15)
La matriz de covarianza se puede calcular de manera analoga,

I(N,t) = E( j%ﬂ [AN; ANz]) = ZZ: by [jxﬂk [AN; AN,], (16)

Sustituyendo las probabilidades dadas por las ecuaciones (12) y (13) junto a los vectores de
cambio dados por las ecuaciones (10) y (11) se obtiene la matriz de covarianzas,

LN, —/111v1] (17)

E(Nt: t) = I:_AlNl AlNl

Las ecuaciones (15) y (17), que corresponden al vector de valores esperados y la matriz de
covarianza, respectivamente, permiten escribir el decaimiento radiactivo estocastico
utilizando la ecuacion diferencial estocastica,

AR 0] Nl(t)] [,111v1 —,111v1]1/2
d Nz]_[/ll o) v, 26 F =N, A, | We (18)
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La ecuacion (18) es una ecuacion diferencial de la forma de 1t6, analoga a la ecuacion (6), y
se puede escribir de manera simplificada,

dN, = AN, dt + o(N,, t)dW, (29)

El proceso anterior tiene un fundamento procedimental que se proporciona en el trabajo de
(Hayes & Allen, 2005), en el que se llevd a cabo un proceso anadlogo al deducir las
ecuaciones estocasticas de la cinética puntual, que es un modelo que describe la densidad
de neutrones y la concentracion de precursores en el nicleo de un reactor nuclear. Asi, la
generalizacion del modelo de decaimiento radiactivo para n sustancias radiactivas se puede
lograr facilmente con un enfoque algoritmico, que se resume en los siguientes pasos:

Calcular el namero de eventos.

Calcular el vector de cambio asociado a cada evento.
Calcular la probabilidad con que ocurre cada evento.
Calcular el vector de valores esperados.

Calcular la matriz de covarianzas y su raiz cuadrada.

aogrwdE

Los pasos 1 a 5 permiten construir un sistema de 1td. Ahora bien, si este procedimiento se
aplica a la desintegracion de n sustancias radiactivas, es posible obtener un modelo
generalizado. Los pasos mencionados y los detalles de cada uno se describen a
continuacion.

Numero de eventos: En el caso particular de dos sustancias, es posible ver que cuando no
hay eventos de decaimiento, los vectores de cambio son nulos y no contribuyen en la
evolucién temporal; ademas, cuando los eventos se consideran independientes, las
posibilidades de que dos particulas se desintegren en el mismo instante de tiempo se
consideran despreciables. En consecuencia, para un conjunto de n sustancias que decaen
linealmente, existen n — 1 eventos, cuando se considera la Ultima sustancia estable.

Vectores de cambio: Si se considera una cadena de decaimiento lineal sin ramificaciones,
donde una sustancia puede decaer Unicamente en otra, podemos definir el primer evento
como aquel en el que la sustancia N; decae en la sustancia N,, que se puede representar
mediante el vector dado por,

(4N);=[-1 1. 0 ... 0 0 0 ... 0 0 O] (20)

El segundo evento seria N, que decae en N3, y el k-ésimo evento seria la sustancia N, que
decae en N, ,, asi los elementos del vector de cambio para el k-ésimo evento se pueden
construir mediante,
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AN, = -1
ANg, =1 (21)
Parak=1,...,.n—-1

Probabilidad con qué ocurren los eventos: A pesar de ciertas limitaciones (Sitek &
Celler, 2015), el proceso Poisson describe con precision el fendmeno de decaimiento
radiactivo y en muchos textos como por ejemplo (Kloeden & Platen, 1992) y (Arfken et al.,
2013) asumen que la distribucion de Poisson es la ley que rige la estadistica de decaimiento
radiactivo. Incluso permite deducir la ley de decaimiento radiactivo (Marguet, 2017), y
calcular las probabilidades de cada evento en funcion de la constante de decaimiento de la
k — ésimo Sustancia,

P, = AN, At (22)

Vector de valores esperados: En el caso particular de dos sustancias se pudo notar qué el
vector de valores esperados corresponde a la version determinista del sistema, por tanto,
calcular este vector resulta trivial obteniendo como resultado,

u(N.,t) = AN, (23)

Matriz de Covarianzas: La matriz de covarianza se construye a partir de los vectores de
cambio de cada evento, y la probabilidad con que ocurre dicho evento,

n-1
Z(N,t) = E(AN ANT ) = Z P, AN ANT (24)
k=1

Sustituyendo en la ecuacion (24) los distintos vectores de cambio calculados con la
ecuacion (21) junto a las probabilidades dadas por la ecuacion (22), se obtiene la matriz de
covarianza para el sistema, que resulta en una matriz tridiagonal cuyos elementos
matriciales se pueden expresar mediante las siguientes relaciones: para la diagonal principal
2= ANy + 4N, 23 =44N; y 2y = A4-1Ny—4, la diagonal inferior 2;_,; =
—Ai—1N;_1 para 2 < i < n Yy la diagonal superior 2;;,; = —A;N; para1 <i <n—1,; tal
que,



13

[ —h 1
I—Pl P, +P, -P, 0 I
ZW,0) =) BEERERR . | (25)
. —rp-2
l O _Pn—Z Pn—Z + Pn—l _Pn—1J
_Pn—l Pn—l

Raiz cuadrada de la matriz de covarianza

La matriz de covarianza resulta ser una matriz cuadrada de orden n X n tridiagonal
simétrica definida positiva. Para calcular su raiz cuadrada, se utiliza la descomposicion de
Cholesky (Burden et al., 2017) dada por

Z(N,t) = 6(N,t)a" (N, t) (26)
Con,
[T11 0 0]
o, p=|" 22 0 (27)
lan,l Un,z Un,nJ

Los elementos de (N, t) se pueden hallar mediante las expresiones (Burden et al., 2017),

011 =+/211 (28)

0= (%~ Zae1 0k  25j<n (29)
0y = # (3 — iy 0ieOik) Para i>j (30)

Luego de implementar la descomposicion la raiz cuadrada de la matriz de covarianza
queda de la forma,
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(VP
~JB P 0
o(N,t) = VP Ps (31)
0 R —
P, O

Asi, los elementos de la matriz o(N,,t) se pueden expresar facilmente como o;; = /P
paraj=1,..,n—1;y0;;_4 = —,/Pj_1 paraj = 2,...,n. Teniendo en cuenta la ecuacion

(22) y factorizando v/At es posible reescribir 6(N,,t) = VAta'(N,,t), siendo ¢’'(N,,t) una
variable dummy.

Finalmente, se encuentra una expresion que permite describir el decaimiento radiactivo
estocastico generalizado para n sustancias radiactivas en un sistema de ecuaciones
diferenciales estocésticas de la forma de It6,

dN, = AN.dt + a(N, t)dW, (32)

donde N, es el vector de variables aleatorias asociado a la concentracion de las sustancias
radiactivas, A es la matriz de transicion dada por la ecuacion (3) y contiene las contantes de
decaimiento de las sustancias radiactivas, o(N,,t) es la raiz cuadrada de la matriz de
covarianza o matriz de desviacion dada por la ecuacion (31) y W, es el vector que contiene
los procesos de Wienner.

Método de Euler-Maruyama

El método de Euler-Maruyama permite solucionar la ecuacion diferencial estocastica dada
por la ecuacion (32) para instantes de tiempo discretos, escribiendo los procesos de
Wienner o movimientos brownianos como AW, = VAt n(0,1) donde, 7(0,1) es un
namero aleatorio o pseudoaleatorio con distribucion normal estandar. El esquema de Euler-
Maruyama se puede presentar mediante un esquema explicito (Milstein & Tretyakov,
2021),

Ny =A+ At A) Ny + (N, k)AW,, (33)

donde I es la matriz identidad de orden n X n, la condicién inicial Ny = N(0) y W(0) =0
permite resolver el sistema para instantes de tiempo posteriores. Sin embargo, los métodos
explicitos suelen requerir pasos de tiempo poco practicos cuando el problema a resolver
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presenta dificultades de rigidez o stiffness en inglés (Sauer, 2018), un fendmeno comin en
el decaimiento radiactivo debido a la gran variacion en la magnitud de las constantes de
decaimiento, por este motivo es conveniente también considerar el esquema implicito de
Euler-Maruyama descrito por,

Ny = (I = 8t A) (N, + 0 (N, k)AW,) (34)

Si se denota § = (I — At A)™1, entonces los elementos de la matriz S, se pueden escribir
de la forma,

S = 1<j<n (35)

i1
— Hq=1'4“1q
Sij = M _.1+4t 2
q=j q

para i > j (36)

En este trabajo, se propone el uso de los métodos de Euler-Maruyama Implicito y Explicito
en la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales estocésticas asociadas al decaimiento
radiactivo; los resultados del método explicito de Euler-Maruyama se denotan con las letras
EEM, mientras que los del método implicito se denotan con las letras IEM.
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Resultados

Par validar la teoria y el método propuesto, se resuelve el sistema de ecuaciones
diferenciales estocésticas por medio del método de Euler-Maruyama explicito e implicito,
se consideran 5000 trayectorias brownianas en una serie de experimentos numéricos que
tienen en cuenta constantes de decaimiento calculadas a partir de datos de la vida media

reportados por (Kondev et al., 2021) mediante la relacién A = I:ﬁ Posteriormente, se

1/2
calculan los valores esperados y se comparan con los valores que se obtienen por el modelo
determinista dado por la solucién analitica de las ecuaciones de Bateman, que servira como
método de referencia para este estudio. Finalmente, se reportan valores de la desviacion
estandar para cada experimento numérico.

Para evaluar el comportamiento del método a lo largo del intervalo de simulacion, se
examinan los errores; para ello se define la funcion de error E,. como la diferencia entre la
solucion analitica del modelo determinista y el valor esperado obtenido por el método
propuesto. La funcion de error permite calcular méximas diferencias y errores medios en
valores esperados,

E,.(t) = INo() —EIN@®] (37)
Primer experimento numérico

Para el primer experimento numérico se tiene una reaccion en donde el 238T1 decae en
208Pb emitiendo un electron y un antineutrino electrénico en lo que se denomina
decaimiento beta negativo, la reaccion nuclear es,

20871 > 208Pb + e~ + 7, (38)

Si se considera, 238TI1 = N; y 23Pb =N, con 1; = 3.783 x 1073571, se reescribe la
ecuacion (33) considerando unicamente dos sustancias, de esta forma se obtiene el esquema
explicito descrito por,

Nl(k+1)]:[1—At/11 o] [Nl(k)]+ VAN (k) 0 [AWl(k) (39)
N, (k + 1) 77 R S 1 VATC9) I Iy s S | LA GO

Cuando se usa el método implicito dado por la ecuacién (34), el sistema para el mismo
experimento se reescribe como,
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Ny (k + 1) |[1+Ml °]|<N1(k)] [Jallvl(k) OHAwl(k)) (40)
Ny(k + 1) l At 2y 1J Nz(k) _JN G ol LA, ()
1+ A4t

Para las simulaciones se considera la condicion inicial como N(0) = [100,0]", con un
tiempo de simulacion dado por t,,s, = t1(?38T1) = 183.18 s y Nt = 10 como el nimero
2

de particiones en el tiempo. La solucién analitica al sistema determinista y método de
referencia esta dada por,

Nay @] _ [ Naa(0)e™¢
Naz(t)] B [Nal(O)(l — e~ht) (41)

donde N, (t) denota la solucion analitica,

Tabla 1. Comparacion de valores esperados y desviaciones estandar en tmax.

Método E[N1(tmax)] E[N2(tmax)] o[ N1 (tmax)] o[ No(tmax)]
EEM 49.9256 50.0744 4.9456 4.9456
IEM 49.9497 50.0503 4.9439 4.9439
Referencia 50.0089 49,9911 NA NA

La Tabla 1 muestra los resultados de valores esperados E[N(tns)] Yy desviaciones
0[N (tmax)] para las concentraciones de 238T1 y 238Pb. Cuando se compara con la solucién
analitica de las ecuaciones de Bateman sumlnlstrada por la ecuacién (41), los resultados de
los métodos EEM e IEM para valores esperados muestran buenas aproximaciones. Las
desviaciones estandar de las sustancias reportadas por los métodos IEM y EEM estan
alrededor del 10% del valor esperado; sin embargo, como se menciond anteriormente, las
ecuaciones de Bateman no dan cuenta de la desviacion estandar de las concentraciones, por
lo que este resultado se muestra como NA (No Aplica). La Tabla 2 contiene informacion
calculada a partir de la ecuacién (37) es decir, maximas diferencias y errores medios
indicados como MaxD[Er(t)] y Mean[Er(t)], respectivamente. Estos valores muestran
que el método de Euler-Maruyama Implicito y Explicito no presentan diferencias
significativas en precisién cuando se utiliza la misma configuracion.

Tabla 2. Maximas diferencias y error medio en el intervalo de tiempo.

Método MaxDJ[Er(t)] Mean[Er(t)]

EEM 0.1458 0.0976
IEM 0.1285 0.0824
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La Figura 1 incluye una representacion para cuatro trayectorias estocasticas asociadas a las
sustancias N; y N, se incluye, ademas, la curva de la evolucién temporal de los valores
esperados, se puede verificar que los valores esperados de las sustancias N, y N, tienden a
igualarse luego de que transcurre t;,,(N;). Y aunque no se observa una representacion
tradicional de un proceso de Poisson, las diversas trayectorias estocasticas muestran una
representacion alternativa del fendmeno que captura su dindmica estocastica.

80

N
N ()
N, 5(t)
60 - N, 4(t)
——E[N,(t)]
11Ny
40 N, »(t)
N, 3(t)
1 Nyt
—— E[N,(t)]

N(b)

20 H

T T T T T
0 50 100 150
Time (s)

Figura 1. Evolucién temporal del valor esperado y cuatro trayectorias estocasticas de las concentraciones de
208Tl 208Pb
g1ity “g2r'b.

Segundo experimento humerico

En el segundo experimento numérico se consideran tres sustancias 233Bi, 238T1 y 238Pb
que hacen parte de la serie de decaimiento 4n, estas sustancias se encuentran relacionadas
mediante reacciones nucleares. Para simplificar, solo se considera una de las ramificaciones
del 233Bi, es decir, se asume que el 100% del decaimiento del 2i3Bi se da emitiendo
particula «, y la posibilidad de que el evento de decaimiento emita particula S~ se excluye
en este experimento. La solucion analitica y método de referencia se da mediante la
ecuacion (4), el tiempo maximo se fija como t,s, = 2 t1(?33Bi) = 7.266 x 103s, con
2

t1(233Bi) = 3633 s, se utiliza 5000 trayectorias brownianas, la condicion inicial esta dada

2
como N(0) =[100, 0, 0]7, se realiza una variacion en la configuracion del experimento
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al considerar 4 valores en el niamero de particiones en el tiempo que permiten evaluar la
estabilidad de los métodos.

212Bi - 208T] 4 4He 2
28Tl - 238Pb + e~ + 7,
Sea 232Bi = Ny, 28Tl =N, y 238Pb = N3, se tiene entonces A1; = 1.9074 x 10™*s71,

A, =3.783 x 1073571 y A3 = 0s~1; asi, es posible reescribir el sistema de ecuaciones
diferenciales estocéasticas usando el método explicito, dado en la ecuacion (33),

N,(k+1) 1— At 0 01[N, (k) VN1 (k)24 0 0f[aw, (k)
No(k+ )| = 4Atd;  1-4td; Of|No(K) | +|=/Ni(k)A, N,(k)A, O]|AWz(k) (43)
Ny(k + 1) 0 Atd, 1N (k) 0 _/N0on o l[aws()

El método de Euler-Maruyama implicito dado por la ecuacion (34) se expresa mediante la
ecuacion matricial,

[ _ 0 ol

Ny(k+1) I Atj;}:i_l 1 i N, (k) VN (k)2 0 0 AW, (k)

Ny + 1) = ol V(| +|-VN(OL N2 0| |aW, (k) (44)
AtA 1)(4tA 1) AtA 1
|Gt + D, + 0 2, +1 1

Los resultados del segundo experimento en valores esperados y desviaciones asociadas a
las tres sustancias para el instante de tiempo t = t,,5, Se registran en la Tabla 3, se puede
observar que el método explicito tiene mejor aproximacion. EI método explicito, sin
embargo, no converge cuando se utilizan pocas particiones de tiempo, es decir, tamafios de
paso de tiempo grandes; en este punto, el método implicito se destaca por su capacidad de
permanecer estable incluso cuando el tamafio de paso tiempo es grande, es decir pocas
particiones en el tiempo.

Tabla 3. Comparacion de valores esperados y desviaciones estandar en tmax para el segundo experimento
numeérico con distintas particiones en el tiempo.

Método Nt E[Na1(tmax)] E[N2(tmax)] E[Na(tmax)] o[ Ni(tmax)] o[ Na(tmax)] 6 [N3(tmax)]

10 25.0090 1.3026 73.6884 4.3085 1.1263 4.3701
EEM 108 25.0131 1.3489 73.6380 4.3218 1.1366 4.4136
10? 24.7912 1.3450 73.8638 4.3425 0.9134 4.4354
10t - — - - - _—
10 25.0138 1.3028 73.6833 4.3091 1.1280 4.3703
IEM 108 25.0612 1.3515 73.5874 4.3276 1.1538 4.4158
10? 25.2721 1.3749 73.3530 4.4009 1.1034 4.4531

10! 27.2832 1.4450 71.2718 4.4715 0.8026 4.4417
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Referencia 25.0076 1.3279 73.6645 NA NA NA

En este experimento, MaxD[Er(t)] que denota la maxima diferencia contiene 3 elementos,
cada uno asociado a una sustancia, lo mismo es cierto para el error medio que se denota
como Mean[Er(t)]. En la Tabla 4, se puede observar nuevamente que cuando se compara
la precision de los métodos mediante la méaxima diferencia, los métodos IEM y EEM no
muestran diferencias importantes cuando Nt = 10*y Nt = 103 e incluso Nt = 10?; sin
embargo, aumentar el nimero de particiones contribuye al célculo del valor esperado, como
se puede notar al revisar los resultados de errores medios en la Tabla 5, y contrastar con
valores esperados en la Tabla 3. La convergencia del método de Euler-Maruyama explicito
cuando Nt = 10 hace que este sea incapaz de producir resultados aceptables, se opta por
no incluir estos valores en la Tabla 3, pero los resultados de maximas diferencias y errores
medios se incluyen en la Tabla 4 y Tabla 5 para respaldar esta afirmacion.

Tabla 4. Maximas diferencias en el intervalo de tiempo para el segundo experimento numérico.

Método Nt MaxD[Er(t)] MaxD[Er(t)] MaxD[Ers(t)]
104 1.6349x10? 8.3880x1072 1.3045x101

EEM 108 9.3703x107 8.6369x1072 1.2584x10*1
102 2.3929x10% 2.9483x107 2.8188x1071

10! 2.7631x10° 1.4039x10° 1.4064x10°

104 1.6102x10* 8.0683x10 1.2800x101

IEM 108 1.0797x107 7.1405%107 1.0026x101
102 3.4997x10% 2.6067x10% 3.6359x10%

10! 2.3707x10° 1.0341x10° 2.4853x10°

Tabla 5. Error medio en el intervalo de tiempo para el segundo experimento numérico.

Método Nt Mean[Eri(t)] Mean[Er,(1)] Mean[Ers(1)]
104 3.4812x107 2.1127x107 3.4020%107

EEM 103 3.3458x107 1.8862x10% 3.7059x1072
102 1.4504x10? 3.9382x107 1.6974x101

10! 2.1166x10° 2.9694x102 2.9702x102

104 3.3014x107 2.0852x107 3.2753%107

IEM 103 3.7917x1072 1.7166x107 3.8073x107
102 2.5723x10% 3.6615%107 2.6866x101

10! 1.7666x10° 1.9734x10" 1.7741x10°

Para visualizar los resultados de las simulaciones del segundo experimento numérico
con Nt = 104, se muestra la Figura 2, en donde se puede observar la evolucion temporal de
los valores esperados, asi como cuatro (4) de las 5000 mil trayectorias estocasticas
asociadas a cada sustancia. Nuevamente, se observa que la formulacion del fendmeno a
partir de las ecuaciones diferenciales de 1t6 ofrece una representacion alternativa a la
tradicional visualizacion con saltos de Poisson que describe la evolucion temporal del
fenémeno.
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Figura 2. Evolucion temporal del valor esperado y cuatro trayectorias estocasticas asociadas a las sustancias
leBi 208Tl 208Pb
g3Dl, “g1llY “g2r'b.

La evolucion temporal de las distintas desviaciones se muestra en la Figura 3, es posible ver
que la desviacidn tiende a cero para largos periodos de simulacion ya que los valores de las
desviaciones dependen de las concentraciones de sustancias inestables, las cuales tienden a
cero para largos periodos de simulacién, como se muestra en la ecuacién (31). También es
posible notar que la desviacidn asociada a N5 presenta valores y tendencia similares a la
desviacion asociada con N;, es decir, la incertidumbre de N; captura directamente la
incertidumbre transferida N, .

o[N,(t)]
[N,(t)]
o[N,(t)]

T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Time (s)

Figura 3. Evolucion temporal de la desviacion asociada a las concentraciones de las sustancias 2i2Bi, 238T1y
208Pb
82 .
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En la Figura 4 se muestran las frecuencias relativas representadas mediante histogramas
normalizados creados con los valores de las 5000 trayectorias brownianas obtenidos en
tmax Para cada una de las tres sustancias cuando se implementa el método IEM, se observa
poca incertidumbre y mayor precision en el valor esperado para la sustancia N, cuando se
compara con la sustancia N; y Ns.

0,40
0,32+
g Nl(tmax)
g 0,244 - Nz(tmax)
g - N3(tmax)
@
30,16
@
[T
0,08
0,00 L T T T T T Tt
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
N(tmax)
Figura 4. Frecuencia relativa en tms I ias 212Bi, 238T1y 238pP
. max para las sustancias [, 238Tly

Tercer experimento numérico

Para el tercer experimento numérico se considera un conjunto de seis sustancias que decaen
como se muestra en las reacciones nucleares, debido a que el método EEM no produce
resultados aceptables para ninguna configuracion de este experimento numérico, solo se
utiliza el método IEM dado por la ecuacién (34).

280Rn — 2i5Po + 3He
245P0 — *§5Pb + 3He

245Pb - *EBBi+e” + 7, (45)
245Bi - *¥T1 + SHe

28Tl > 2¥Pb +e™ +v,

La solucién analitica del sistema o método de referencia para el tercer experimento
numérico viene dada por la ecuacion (5), donde 222Rn = Ny, 238Po = N,, 2}3Pb = Nj,
212Bi = N,, 238T1 = N5 y 238Pb = Ng; las constantes de decaimiento de las sustanmas
antes mencionadas son: 1, = 1.2464 x 1072571, 1, = 4.77s™ %, 3 = 1.8092 x 10~°
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Ay, =19075%x 107%s71, A =3.783x 107351 y A, = 0s~1. Nuevamente se utilizan

5000 trayectorias Brownianas, la condicion inicial se configura como N(0) =

[100, 0, 0, 0, 0, 0]7, el tiempo de simulacién es ¢ty = 200 t1(?32Rn), con
2

t1(?22Rn) = 55.6 s y el nimero de particiones en el tiempo es Nt = 103,
2

Tabla 6. Comparacion de valores esperados obtenidos en tmax para el tercer experimento numérico con
distintas particiones en el tiempo.

Método Nt E[N1(tmax)] E[N2(tmax)] E[Na(tma)]  E[Na(tmax)]  E[Ns(tmax)] E[Ns(tmax)]
10  -1.8020x10°°  -4.7209x10%2  8.1807x10* 7.3483 3.6525x10"  1.0480x10*

EM 10®  -1.3507x10%*  -3.5386x10°"  8.1895x10' 7.3575 3.6726x10"  1.0380x10*
10> -8.4209x10%4  -2.2061x10%  8.1941x10' 7.2829 3.7477x10"  1.0401x10*

101 -2.1172x10%  -1.3728x10°%"  8.2054x10! 7.0593 3.5615x10"  1.0530x10*
Referencia 6.4110x10°°  1.6796x10°'  8.1895x10! 7.3055 3.6703x10"  1.0432x10*

La Tabla 6 muestra valores esperados de la concentracion de las seis sustancias en el
tiempo maximo. Cuando el nimero de particiones en la discretizacion del tiempo es grande,
se obtienen aproximaciones de alta precision al comparar con el método de referencia, sin
embargo, se logran aproximaciones aceptables cuando se consideran pocas particiones en el
tiempo, es decir, Nt = 10. Los valores negativos de la primera y segunda sustancia,
denotadas como N; y N,, respectivamente, corresponden a errores de aproximacion ya que
los valores esperados de las concentraciones de estas sustancias tienden a ser muy cercanos
a cero, es decir, las concentraciones de N; y N,, pueden considerarse casi inexistentes, por
otra parte, N, contiene alrededor del 80% de la concentracion total.

La Tabla 7 registra los valores de las incertidumbres (cuantificadas mediante la desviacion
estandar) de las seis sustancias en el Gltimo instante de tiempo definido como t,,s,. En la
Tabla 7 los valores de las deviaciones o/Ni(tmax)] Y o/Na(tmax)] confirman la casi
inexistencia de las sustancias N; y N,; los valores de estas desviaciones son mas cercanos a
cero cuando el nimero de particiones en el tiempo es grande, asi, ademas de mejorar la
estimacion de valores esperados como se muestra en la Tabla 6, considerar una mayor
cantidad de particiones en el tiempo mejora notablemente las estimaciones de las
desviaciones estandar.

Tabla 7. Valores de desviaciones estdndar en tmax para el tercer experimento numeérico con distintas
particiones en el tiempo usando IEM.

Nt 0[Ni(tmax)] 0/ Na(tmax)] o[Ns(tmax)] o/ Na(tmax)] 9/ Ns(tmax)] 9/ Ne(tmex)]
10°  2.5768x10%®  6.7507x10°" 3.8299 2.5841 6.2704x10" 3.0733
10 2.3084x10%°  6.0477x10°% 3.8718 2.6324 6.2073x10" 3.0772
102 2.4352x10%  6.3798x10% 3.8317 2.6166 5.6967x10" 3.0030
10" 5.6945x10%°  1.8824x10°% 3.6744 2.4403 3.1827x10* 2.7015
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La Tabla 8 y Tabla 9 muestran maximas diferencias y errores medios obtenidos en todo el
intervalo de tiempo para las distintas configuraciones del experimento, se puede observar
que la diferencia maxima en casi todas las variaciones de Nt se registra en las sustancias N,
y N3, y en todos los casos, el valor maximo del error medio también se relaciona con estas
mismas sustancias. Esto puede ser debido a la rigidez que impone al sistema la magnitud de
la constante de decaimiento A, y A5, la rigidez se puede verificar al comparar las maximas
diferencias obtenidas entre Nt = 102 y Nt = 10 pues se encuentra una aparente mayor
precision cuando Nt = 10!, sin embargo, es posible que los cambios repentinos en la
concentracion de las sustancias a lo largo del tiempo puedan introducir errores de
aproximacion significativos en algunos instantes de tiempo particulares.

Tabla 8. Maximas diferencias en el intervalo de tiempo para el tercer experimento numérico.

Nt MaxD[Eri(t)] MaxD[Er(t)] MaxD[Ers;(t)] MaxD[Ers(t)] MaxD[Ers(t)] MaxD[Ers(t)]
104 1.2373x10? 3.7737x107 1.2334x10%? 7.0028x1072 2.1758x10% 6.2501x10%
102 2.3792x10° 7.4116x1073 2.3863x10° 7.9945x1072 2.0680%10% 7.1750%10%2
102 1.6835x10* 4.3922x107? 1.6903x10? 7.5609x1072 1.2175%107? 5.6057x1072
101 6.7637x10° 1.7574x10% 6.7708x10° 3.4793x10*" 2.2575x10% 2.9107x1071
Tabla 9. Error medio en el intervalo de tiempo para el tercer experimento numérico.
Nt  Mean[Er(t)] Mean[Er(t)] Mean[Ers(t)] Mean[Er4(t)] Mean[Ers(1)] Mean[Ers(t)]
104 1.7799x10° 5.8821x10° 4.7842x107? 2.6222x107 5.8260x103 2.0683x107
10°  4.8303x10? 1.3517x10* 6.1180x107 1.9315x10% 6.1004x10°3 1.8027x10?
102 3.8339x10? 1.0025x10° 4.0955x101 3.5900x1072 4,2555%103 2.5632x10%2
10  6.5779x10? 1.7175x10° 7.2652x10*" 2.6223x10*" 1.3639x10? 1.9570x101

La Figura 5 muestra la evolucion temporal del valor esperado de la concentracion de las
seis sustancias y se compara con la solucion analitica de las ecuaciones de Bateman, se
puede notar resultados con buena aproximacién para valores de la concentracion mayores a
10°, para valores menores, existen leves fluctuaciones en el valor esperado obtenido por el
método propuesto debido a errores de aproximacion; esto indica que se debe aumentar el
namero de particiones en el tiempo si se requiere mayor precision.

Tiempo (s)

Figura 5. Valores esperados y método de referencia de las concentraciones de sustancias radiactivas para el
tercer experimento numérico.
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La Figura 6 se obtiene para el caso especifico cuando se usa el método IEM con N, = 103
es una representacion mas fiel del fendmeno estocastico porque muestra la evolucion
temporal de los valores esperados, asi como la desviacion estandar (mostrada por las
regiones sombreadas) de las concentraciones en el intervalo de tiempo. La figura 6 también
muestra que la solucion a una variable aleatoria es una region en lugar de un punto, como
en el caso de una variable determinista.

10? 5

1
1075 N
N,(t)
— N;(t)
— N4()
I Ns(t)
— Ng(t)

N(t)

10° 3

T T L T T T
10t 102 10° 10*
Tiempo (s)

10t

Figura 6. Evolucién temporal de las concentraciones y desviaciones de las sustancias radiactivas para el
tercer experimento numérico.

Cuarto experimento numerico

El cuarto experimento numérico es analogo al propuesto por (Zhou et al., 2015); sin
embargo, se ignoran las ramificaciones del 2i3Bi y se considera Gnicamente 11 sustancias
de la serie de decaimiento 4n partiendo desde la sustancia 233Th = N; hasta la sustancia
298Pb = N;; los distintos parametros fisicos de las sustancias involucradas en el
experimento se registran en la Tabla 10. Debido a la extrema rigidez del experimento, solo
se utiliza el método IEM. La rigidez es tal que la ecuacién (5) e incluso la ecuacién (6)
tienen problemas de computo cuando se utiliza calculos de doble precision que consideran
16 cifras significativas. Debido a esto, en este experimento no se realizan comparaciones
con el método de referencia; sin embargo, la condicidén inicial permite una rapida
estimacion del valor de la primera concentracion, lo que permite la verificacion del método.

Se utilizan 5000 trayectorias Brownianas, cada una con la condicién inicial N;(0) = 100y
N;(0) =0 parai = 2,3,4,...,11; el tiempo maximo de simulacion se establece en t, 4, =
t1(?33Th) = 1.40 x 10%%afios, se considera ademas Nt = 103 como el nimero de
2

particiones en el tiempo.
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Tabla 10. Simbolos de nucleidos, modo de decaimiento y constantes de decaimiento en la serie de
desintegracion del 232Th.

Simbolo Nucleido Modo de decaimiento A
N1 232Th o 1.568x10%8 51
N2 228Ra B 3.819x10° s
N3 228Ac B 3.130x10° s
Na 228Th o 1.1487x10% st
Ns 2% Ra a 2.2084x10% st
Ne 229Rn o 1.2464x10? st
N7 21epo o 4.77x10° s?
Ns 212pp B 1.8122x10° st
No 212p; o 1.9075x10* st
N1o 20811 B 3.783x10% st
N1 2%%pPb Estable 0

La Tabla 11 muestra resultados de valores esperados y desviaciones estandar obtenidos
mediante la implementacion del método IEM, puede verse que las sustancias N; y Nj;
contienen la mayor parte de la concentracion de las sustancias en el Gltimo instante de
tiempo, se confirma ademas que el valor esperado de la concentracion de la sustancia Ny es
aproximadamente el 50% del valor inicial. Esta cantidad representa el valor esperado
teodrico obtenido luego de que transcurre un tiempo equivalente al tiempo de vida media de
la sustancia. Los valores en la desviacion para N; y N;; en este instante de tiempo en
particular corresponden al 10% del valor esperado de las sustancias en ese mismo instante
de tiempo.

Tabla 11. Valores Esperados y desviaciones estandar para el cuarto experimento numérico.

N E [N i (tm éx)] a[Ni (tméx)]
N 5.0193x10* 4,9625%10°
N2 2.2106x108 2.6917x107
N3 2.8795%x1071? 3.2779x101!
Ny 7.3485%10° 8.8038x10°®
Ns 3.7833x101! 4.6354x101°
Ng 7.5266%101° 8.3619x101*
N7 2.0044x10717 2.1981x1016
Ns 4.7261x107? 5.6801x10™!
No 3.2945x1018 5.5374x107?
Nio 2.3092x101 2.7394x1013
Ni1 4.9807x10* 4.9625%10°

La Figura 7 muestra la evolucion temporal de las 11 distintas concentraciones de sustancias
en el intervalo de tiempo dado entre 0 < t < t,4, hay algunas fluctuaciones cuando los
valores esperados alcanzan magnitudes muy cercanas a cero, lo que se debe al truncamiento
que afecta los resultados después de alcanzar los limites de cdmputo cuando se consideran
16 cifras significativas.
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Figura 7. Valores esperados de las concentraciones de las sustancias en el cuarto experimento numérico.
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Conclusiones

En el presente estudio se deducen las ecuaciones diferenciales estocasticas asociadas al
decaimiento radiactivo que generalizan las ecuaciones de Bateman, y se describen
esquemas numeéricos implicitos y explicitos de Euler-Maruyama que aproximan la solucion
a estas ecuaciones diferenciales estocasticas. Los resultados en valores esperados son
consistentes con la solucion analitica y determinista de las ecuaciones de Bateman. La
capacidad de calcular incertidumbres y/o desviaciones asociadas a las diferentes
concentraciones de sustancias es la contribucion mas significativa de la formulacion
estocéastica de desintegracion radiactiva. Un trabajo futuro podria involucrar ramificaciones
en el desarrollo y andlisis de ecuaciones del decaimiento radiactivo estocastico.

En cuanto a la solucién numérica proporcionada por los métodos implicito y explicito de
Euler-Maruyama, se recomienda utilizar en general el método implicito debido a la rigidez
que puede existir en el problema cuando las constantes de decaimiento consideradas tienen
un alto grado de variabilidad en su magnitud. En tales casos, el método implicito logra la
precision deseada mientras requiere un tiempo de calculo significativamente menor al
permitir pasos de tiempo mas grandes.
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